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Freliminarl. 

L'OPERAZIONE PIÙ E L ? ADDIZIONE ARITMETICA. * 

1. Ogni numéro ha il numéro successivo. ** 

Esempio. H successivo di è 1 ; il successivo di 1 è 2 ; il succes- 
sivo di 2 è 3 ; il successivo di 3 è 4 ; ecc. 

Il numéro non è il successivo di alcun numéro. 

2. DEFINIZIONE. L'operazione più à quell'operazione per cui si 
passa da un numéro al successivo. 

C0R0LLARI0. Fare sopra un numéro l'operazione più significa pas- 
sare da questo numéro al successivo. 

Osservazione. Il segno dell'operazione più ô + cho si legge più, e 
si scrive a destra del numéro dato. 

Esempio. 0+ significa che su si fa l'operazione più, ossia si passa 
da al successivo; 5+ significa che su 5 si fa l'operazione più, ossia 
si passa da 5 al successivo; ecc. '*** 



* Fer le note sfeoriche mi sono servi to délie principali pubblicazioni storiche italiano 
ed estere, ed in particolare délia pregerolissima opéra che il prtf. Moritz Cantor sta 
pubblicando a Lipsia col titolo : Vorlesungen Hber Geschichte der Mathematih. 
i ** Dicendo numéro intenderemo numéro intero, aritmetieo. Questa proposizione ci dice 

i che dopo ogni numéro ne viens un aliro; od anche : non vi è un numéro che sia 

t Vultimo di tutti i numeri. Essa si suole enunciare anche cocl : La série âei numeri 

r interi è illimitata. 

i 

' *** Se, partendo da zéro, alla destra di ogni numéro scriviamo il numéro succès- 

[ sivo, a?renio i numeri scritti in quest'ordine : 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 

ove i punti tengono il luogo dei numeri che non si se ri r on o; e potromo anebe dire 
che, fare sopra un numéro l'operazione più, significa passare da questo numéro a 
quéUo che gli sta immediatatnente a destra. Âll'intieme âei numeri scritti in que- 
st'ordine âaremo, per brevità, il nome di successions na tu raie dei numeri. 

1 Nasso — Elementi di Calcolo Algebrico. § 1-2 
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3. DEFINIZIONE. Tare sul numéro a l'operazione più b volte, si- 
gnifica tare su a l'operazione più; sul risultato fare l'operazione /?/</; 
sul nuovo risultato fare l'operazione più; ecc. fino a b volte. * 

Ossia significa : passare dal numéro a al successivo ; poi da questo 
al successivo; poi da questo al successivo; ecc. b volte. 

' Si -indica scrivendo a+b\ ô, se m è il numéro a cui si arriva, scri- 
veremo a+b = m. ** 

Esempio. Fare su 4 V operazione più 3 volte, significa fare su 4 
l'operazione più, cioè passare da 4 al successivo che è 5; poi fare su 

5 l'operazione più, cioè passare dal & al successivo che è 6 ; poi fare su 

6 l'operazione più, cioè passare da 6 al successivo che è 7. Il numéro 

7 è il risultato cercato; e scriveremo 4+3 = 7. 

Osservazione 1 a . Invece di dire che si fa su a V operazione più 
b volte, diremo più brevemente : si fa su a V operazione più b, e scrive- 
remo: si fa su a l 'operazione +b. *** 

Osservazione 2 a . In a+b, il segno + posto alla destra di a indica 
che su a si deve fare l'operazione più; ed il numéro b, posto alla destra 
del segno +, indica che l'operazione più si deve fare b volte. 

Ne segue che a+1 significa che su a si deve fare l'operazione 
più una volta; ma anche a+ significa la stessa cosa: avremo quindi 
u+l = a+.**** 

Osservazione 3 a . Si osservi che colla scritturà a+b indicheremo 
indifferentemente queste due cose : 1° che su a si deve fare V operazione 
'+b; 2° il numéro al quale si arriva facendo su a l'operazione +b. 

Dalla definizione del § 3 dériva immediatamente : 

C0R0LLARI0. Q+a = a. 

4. DEFINIZIONE. Fare sul numéro a l'operazione più zéro volte, 
significa non taré su a alcuna operazione. 

Ne segue immediatamente: 

COROLLARIO. a+0 = a. 

5. DEFINIZIONE. Dicesi somma dei numeri a, b, il numéro al quale 
si arriva facendo su a l'operazione più b volte. ***** 



* " * Per ma?giori indicazioni sopra questa definizione, si veda: Nasso • Algébra Ele- 
pi eut are aduso dei Licçi. 

** É noto che il. segno = si legge eguale; che ogni scritturà délia forma a=b si 
çh\&Ttiâ,çguagUanza; e che cib che. sta a sinistra del segno = si dve primo membro del- 
Vegùaglianzai e cib che sta a destra secondo membro délVeguaglianza. Il 6egno — del- 
)'eguaglianza ru introdotto da Roherto Recorde nato a Tenby (Irighil terra) nel 1510, e 
morto a Londra nel 1558. Prima si usava la parola eguale, o la sua iniziâle. 

*** Si osservi che nel pronuuziare la fraso si fa su a Voperazione più b volte, ai 
fa pansa* dop? più; invetfe la frase si fa su a V opérations -\~b si Jegge corne se fosse 
scritto: sy fat su a l'operazione piub). 

**** Sono, sinoi ime Je espfessioni fare su a Voperazione più una volta, e fars su a 

Vopermçne' più. • 

,.. * Suno sfnonime Je parole somma, totale. Sono pure, si nonime le espressioni: 
Irovarïï la somma di a t b; sommare b con a; addizionare b con a; fare Vaddi- 
zione dei' numeri a, b; ad à âggiunjere b. . . . 

§ 3-5 .-,.;• 



Esempio. Facendo su 4 l'operazione più. "S volte, si arriva al numéro 
?; duirque la somma dçi numeri 4 e 3" è 7. - \ ; : 

6. DEFINIZIONE Dicesi somma M numeri : a/ 36, d, cZ ; ecc. il 
numéro al quale si arriva facendo prinia su a l'operazione più b volte, 
poi sul risultato l'operazione più c volte, poi su! nuovo risultato To- 
perazione più d volte, ecc. *' 

La somma dei numeri a, b, c, d, "si 'indica scrivendo a+b^c+d. 

7. DEFINIZIONE. Laddizione dei numeri è quell'operazione per ciii 
dati più numeri se ne trova la somma. - 

Ciâscuno dei numeri dati si chiâma un addendo o3 ancfcë una parte 
délia somma. " ' - -:. ■ 
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X, ? OPEEAZIONE MENO E LA. SOTTBAZIONE ARITMETICA. _* : ". 

8. DEFINIZIONE. Se il. successivo dei numéro a è il numéro \ 
diremo che a è il précédente di b. 

Esempio. Il précédente di 6 è 5 ; il précédente di, 4 è 3 ; il précé- 
dente di 2 è 1 ;, il précédente di 1 è 0. 

Osservazione. Lo sero non ha per précédente alcun numéro (§ 1). 

. 9. DEFINIZIONE. L'operazione meno è quell'operazione percui da 
un numéro si passa al précédente. 

C0R0LLARI0. Fare sopra un numéro l'operazione meno significa 
passare da questo numéro al précédente. 

Qsservaziùne. Il segno dell'operazione meno è il segno — che si 
legge meno, e si scrive a destra dei numéro dato. 

Esempio. 4 — significa che su 4 si fa l'operazione meno, ossia si 
passa da 4 al précédente; 3— significa che su 3 si fa l'operazione meno, 
ossia si passa da 3 al précédente *; ecc. **.'.. 

10. DEFINIZIONE. Fare sul numéro a l'operazione meno b volte, si- 
gnifica fare su a l'operazione /7?e/?p; su! risultato fare l'operazione 
meno; sul nuovo risultato fare l'operazione meno; ecc. fino a b volte. 

Ossia significa passare dal numéro a al précédente; poi.da questo 
al précédente; poida questo al précédente; ecc. b volte. '■ 

. Si indica scrivendo a— b\ e, se m è il numéro a cui si arriva, scri- 
veremo a — b = m. ' ( 

Esempio. Fare su 5 1' operazione meno 3 volte, significa fare su 5 
l'operazione meno, cioè passare da 5 al précédente che è 4; poi fare 



* Sono sinonime le espressioni ad a aggiungere' b, al risultato aggiungere c, al 
nuovo risultato aggiungere d, ecc. e ad a aggiungere successivamente b, c, d, ecc. 

** Kifeiendoci alla successione naturale dei numeri, potromo anche dire che fare 
sopra un numéro l'operazione menûrsignifica-pttssare da questo numéro a quello che 
gli s ta immediatamente a sinistra. 

r % 6-10 
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i da 4 al précédente cha 6 3; poi 
issare da 3 al précédente che è 2. 
i scriveremo 5 — 3 = 2. 
che si fa su a l'operazione meno 

fa su a l'operazione meno b, e 

—6. * 

;no — poste- alla de&tra di a indïea 
« ; ed il numéro ô, posto alla destra 
3 meno si deve fare b volte. 

a si deve fare l'operazione mena una 
sacosa: quindi a — l=a — . ## 
i colla scrittura a — b indicheremo 

che su a si deve fare l'operazione 
va facendo su a l'operazione — b. 
3ro a l'operazione meno zéro volte, 
■aziono. 



ma dei numeri a, b, il numéro al 
azione meno b vofte. *** 
ne mono 3 volte, si arriva al nu- 
meri 5 e 3 è 2. 

dei numeri à quell' operaziane per 

differenza. 

iiaina mmuendo. il secondo sot- 



i l'operatiotti meno una colla, e far» eu 



sejni -f, — per indieare l'addizione e la 
neirAritmetiea di Giovanni Witinmnn di 
d li présenta corne segni giànoti. Primaei 
i p, m, oppers , p, ffi. Di^fan^o di Aies- 
lusse il segno f per la sottroïicne, ma non 

numéro e Bu'Ie cperazioiii più s meno, ei 

ph/ concetto di numéro » che il chïnrisBiœo 
Blvieta di ifafematica. 
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OAPO PEIMO. 
Numeri bon segno 



14. Prohlemi. Vaio al msrcato con a lire, e spendo b lire nella 
compera di un oggetto. Quante lire mi rimangono? 

Per la risolazione del problema consideriamo vari casi particolari. 

o=7 e 6 = 4. Bisposta: Mi rimangono 7 — 4 = 3 lire. 



a=7 e 6 = 5. 


» 


» 


» 


7—5 = 2 lire. 


a = 7 e 6 = 6. 


» 


» 


» 


7—6 = 1 lira, 


a = 7 e 1 = 1. 


>> 


» 


» 


7—7 = lire. 


a = l e 6 = 8. 


» 


» 


» 


1 lira di debito. 


a = 7 e 6 = 9. 


» 


» 


» 


2 lire di debito. 


a=7 e b=1Q. 


» 


» 


» 


. * 3 lire di debito. 



Per esaminare più da vicino il metodo segaito, ci è comodo avère 
sott'occhio la successione naturale dei nameri interi 

0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 

In tutti i casi considerati è a = 7. 
Nel 1°, in cui 6 = 4, ho fatto su 7 Toperaz. — 4, ed avuto per risultato 3. 
Nel 2°, in cui 6 = 5, ho fatto su 7 Toperaz. — 5, ed avuto per risultato 2. 
Nel 3°, in cui 6 = 6, ho fatto su 7 Toperaz. — 6, ed avuto per risultato 1. 
Nel 4°, in cui 6 = 7, h3 fatto su 7 Toparaz. — 7, ed avuto per risultato 0. 
Nel 5°, in cui 6 = 8, (sa voglio seguire il metodo precedentemente tenuto) 
dovrei fare su 7 Toperazione — 8, ossia Poperazione meno 8 volte, ed il 
numéro a cui arriverei sarebbe il numéro cercato. Ma, dopo aver fatto Po- 
perazione meno 7 volte, arrivo allô 0, e non ho più numeri. D'altra parte 
6 évidente che, se ho 7 lire e ne spendo 8, ritorno a casa con una lira 
di debito. Scrivo dunque 1 alla sinistra di 0, ed ottengo la successione: 

1, 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 

Ora osservo che PI si trova scritto due volte ; cioô una volta a de- 
stra, ed una volta a sinistra di zéro. Osservo ancora che, se mi fermo 
alPl di destra,*è segno che possiedo una lira; e se mi fermo alPl 
di sinistra, è segno che ho una lira di debito. Posso dunque dire che 
PI di destra rappresonta lire che possiedo, e PI di sinistra lire di 
debito. Per distingucrli Puno dalP altro, metto un segno qualsiasi ad 
uno di essi; p.e. sottolineo quello di sinistra. Avrô cosi la successione: 

1^ 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 

Nel 6° Caso, in cui 6 = 9, dovrei fare su 7 Poperazione — 9 (ossia 
Poparazione msno 9 voltj) ; ma, dopo averla fatta 8 volte, arrivo al nu- 

§ 11 



ri. D'altra parte so che il risultato è 2 lire 
nvenzione fatta, posao rappresentare cou 2. 

ed ottengo la successione : 

!, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 

o mi porta a scrivcre 3 alla sinistra di 2; 
che voglio. 

soluzione del problema mi ha condotto. ad 
urale deï numeri interi ainhe alla sinistra 
successione : 

1, 2, 3, 4, 5, 6, -7, 8, 9, 10,.,. 
amente dalle due parti. ". — i 

illa destra, e quelli poeti alla sinistra drwro, 
dale, che i primi indicano lire chepossiedo; 
gni numéro di qnesta snccessione esprime 
i grandezza (ossia il vàlore numerico) deîla 

una qualità particolare délia somma- (osBia 

che si possiede, o somma di $ebito). 
lusioni mi avrebbe condotto la risoluzione di 
na privta partiia guadagno a lire; in una 
'e. Quanta ho alla fine del gïuoco? ■ 
roblema précédente, trovoche ho lire di gua- 
loche è a>6 oppnre a<6; che non ho nulla 
so i numeri alla destra di zéro rappresen- 
li alla sinistra di zéro, lire di perdita.' 

mi avrebbe condotto la risoluzione del pro- 
partire da un certo punto A délia retta, 
o désira, e poi b mefri verso sinistra. Dopo 
Wovo daî punio di parknaa? Mi troverù a 
nto A, secondochè è a>6, oppure a<b; mi 
a questo problema, î numeri alla destra di 
aOa destra del pnntô A'; i numeri alla si- 
3 distanze' alla sinistra del punto A. 
lemi analoghi si risolvono in ogni caso par- 
ti 'Aritmetica. Pero, per poterlî risolvere, bi-: 
andezze di cui si tratta, non solo il valore 
.alche altra propriété délie grandezze stessc 
ato conto anche délia proprietà che esse ave-: 
inaro possedute, o di debito; guadagnate, 6 
verso destra, o verso sinistra di un punto 
senta queste grandezze, devo perdu esprimere 



due cose, cioè: 1° $ vaïore quantitative, 2° la qualità spéciale' che 
si considéra nelia grandezza di cui si traita. i 

17. L'Aritinetica rappresenta il vahrë quantitativo délie grandezze 
con uù segno spéciale (il segno del numéro); ma, per rapprësentare la 
qualité délie grandezze, invece. di far uso di un segno spéciale * si Serve 
délie parole del .lingitaggia ordinario, dicendo p.e^ 5 lire di guadagno, 
9 lire di perdita, ecc. Sarebbè certo più comodo rapprësentare. anche laj 
qualità délie grandezze con segni speciali; ma f in Aritmetica (ove le 
questioni si trattano sempre sopra numeri determinati), non se ne riça- 
verebbero grandi .vantaggi pratici. Ciô diventa necessario in Algebra, 
ove si ha bisogno di trattare le questioni sui numeri indipendentemënte 
dai valori particolari dei numeri stessi. \ 

Poichè, per ogni grandezza, le qualità çhe FAlgebra considéra sôno 
sempre due qualità opposte fra lord (cônie sarebbe: per una somma, la 
qualità 'di essere guadagnata o' perduta, di essere un débito od un cre* 
dito; per un tempo, di essere passato o futuro; per uria lurighezza, dp 
essere misurata verso destra a verso sinistra, r'eec»-), per rapprësentare 
queste quqlità sqnp ^sufficienti , due soli segni. Si convénne çhe fos&ero 
il segno + che si chiama segno positivo (e si legge più), ed il segno. 
— che si chiama segno negativo (e si legge meno). Essi si premettono 
al numéro a cuï si riferiscono. * Ûno di essi p.e. il + puô rapprësentare, 
indifferentemente wwa délie due qualità; il — rappresenterà Valira. ** 

Converremo dunque di scrivere la successione précédente cosi: 

—5,-4, —3,-2, —1, O, +1, +2, . rf 3, +4...... ■ : 

18. DEFINIZIONI. Diconsi numeri con segno i numeri preceduti dà 
segno. I numeri con segno si dicono positivi se sono preceduti daL 
segno + ; negàtivi se sono preceduti dai segno — *. *** , 



* Non si confondano i segni -f, — indicanti positivo, negativo, coi segni +, — . 
indkanti operazione più, operazione meno. Nel 1° caso si premettono al numéro ; jiel 
2 a si pôspongono. Es. -\-i signifies il numéro positivo 4; invece 4-f- significa che. 
syc 4 si fa V operazione più. 

** In ogni pioblenia intorno a grandezze, una data qualità délia grandezza che si studia, ' 
si pud rapprësentare indifferèntemente col segno + o col — . Percio, al principio di ogni 
quësito, bisôgnà dichiarare espîicitamente quale délie due qualità opposte si vuole r£W 
presentare col -f* e quale col — , e conservare poi a ciasoun segno il niedtsimo signifleato 
durante tutta la trattazione délia questione. Ordinariamente si suole rappresentaie col, 
-i- là qualità che deve avère la grandezza cercata. Percio.se la domandaè iQuante lire ho 
guadagnalo ? si suole rapprësentare la qualità di essere guadagno col + e la qualità di 
essore perdita. col — . Se invece la domanda è: Quante Tiré ho perduto? si suole râppre-- 
sentaro la qualità di essere perdita col -f, e la qualità di essere guadagno col — . - ' 

*** Lo è il numéro che sépara i numeri positivi dai negàtivi. Esso non ha. segno. 
U segno -f* davanti ad un numéro positivo soyente si omette; sarà percio la stessa cosa 
scrivere -f 5 o 5; scrivere -\-a od a. Il segno — non si omette mai. ' _ 
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. 2°. Lo è minore di ogni numéro positivo, ma maggiore di ogni 
numéro negativo. * 

3°. Di due numeri negativi è maggiore queilo il cui vaiore aritmetico 
è minore. 

4°. Dati due numeri con segno a, b, dovrà sempre verificarsi uno 
ed uno solo dei treseguenti casi: a>b; a = b; a<b. 

La differenza fra l'Àritmetica c l'Algebra consiste in questo che, 
oggetto deirAritmetica sono i numeri. senza segno; mentre l'Algebra 
studia anche i numeri con segno. ** 

L'OPERAZIONE PIÙ DEI NUMERI CON SE<*NO. 

20. DEFINIZIONE 1*. Ogni numéro délia successions naturale dei 
numeri con segno si dice il successivo di queilo che gli sta immedia- 
tamente a sinistra. 

Esempio. — 3 è il successivo di —4 ; è il successivo di — 1 ; +2 è 
il successivo di +1 ; -ecc. *<! 

DEFINIZIONE 2*. L'operazione più dei numeri con segno è l'ipe- 
razione per cui si passa da un numéro con segno al successivo. 

Si rappresenta scrivendo il segno + a destra dei numéro dato. 

COROLLARIO. Fare sopra un numéro con segno l'operazione più, | 

significa passare da questo numéro al successivo. ' j| 

Esempio. — 5 + significa che su — 5 si fa l'operazione più, cioè si passa ■;%• 

da — 5 al successivo che è — i. Siinilmente +2+ significa che su +2 ***% 
si fa l'operazione più, cioè si passa da +2 al successivo che è +3. 

DEFINIZIONE 3 a . Fare sul numéro ±a l'operazione più b volte, 
significa fare sul numéro ±a l'operazione/?/*/; sul risultato fare l'ope- 
razione più; sul nuovo risultato fare l'operazione più; ecc. b volte. ## * 



* Queste couve Jzioni n;m hanno nulla di strano, e si possono far concordare colla 
rtaltà délie cose. Infatti : posto p.e. che un numéro positivo rappresenti avère (somma 
posseduta), e che un nuaaero negativo rappresanti debito, è chiaro che cotui che ha 
dcbiti, è più povero di chi non p «siede n alla, ma non ha debiti. Di due poi che ab- 
biano debiti, è più poverj colui il cui debito ha vaiore numerico maggiore. Biferendoci 
ai gradi di temperatura, e chiaaianlo positivi i gradi sopra zéro, e negativi quelii sotto 
zéro, è chiaro che è minore (più bassa) la temperatura quando il te.mometro segna. 
pradi sotto zéro, di quando segna gradi sopra zéro, ed anche di quando segoa zéro. E 
quando se^na gradi negativi (sotto zéro) è tanto minore (più bossa) la temperatura, 
quanto più grande è il valoro numerico dei gradi se«?nati dal termometro. 

** la questo capitula, parlando dii numeri con segno, aljblamo considcrato (per 
semplicità di esposizione) i soli numeri iateri; perb i ragionamenti fatti son) d'iudole 
générale, e si possouo appïicare anche ai numeri con segno frazionari, corne si pub ve- 
dere nel libro: Nassô - Algebra Elementare ad uso dei Licei, nota *** § 19. 

*** Si scrive i« per indicare che i ragionamenti che si fanno si riforiscoao tanto 
s) numéro +« quanto al numéro — a. La scrittuia ±a si legge più o meno a, 
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Si indica scrivendo ±a+6; e se m è il numéro a cui si arriva, 
scriveremo ±a-f& = m. 

Esempio. Fare su — 2 l'operazione +3, significa fare su — 2 l'o- 
perazione /*/£#, cioè passare da — 2 al successive* che è — 1 ; poi fare 
su — 1 l'operazione più, cioè passare da — 1 al successivo che è ; 
poi fare su l'operazione più; cioè passare da al successivo che ô +1. 
H numéro +1 è il risultato cercato ; e scriveremo — 2+3 = +1- 

DEFIMZIONE 4*. Fare sul numéro ±a l'operazione più zéro volte 
significa non fare su ±a alcuna operazione. Ne segue: 

C0R0LLARI0. ±a+0 = ±a. 



V OPJ&EtAZIORE MENO DEI NUMERI CON SEGNO. 

21. DEFINIZIONE 1*. Ogni numéro délia successione naturale dei 
numeri con segno si dice // précédente di quello che gli sta imme- 
diatamente a destra. 

Esempio. — .3 è il précédente di — 2 ; è il précédente di +1 ; +2 
è il précédente di +3; ecc. 

DEFINIZIONE 2*. L'operazione mena dei numeri con segno è l'ope- 
razione per cui si passa da un numéro con segno al précédente. 

Si rappresenta scrivendo il segno — a destra dei numéro dato. 

C0R0LLARI0. Fare sopra un numéro con segno l'operazione meno, 
significa passare da questo numéro al précédente. 

Esempio. — 5 — significa che su — 5 si fa l'operazione meno, ossia 
si passa da — 5 al précédente che è — G; +2— significa che su +2 
si fa l'operazione meno, ossia si passa da +2 al précédente che è +1* 

DEFINIZIONE 3*. Fare sul numéro ±a l'operazione meno b volte, 
significa fare sul numéro ±a l'operazione meno; sul risultato fare l'o- 
perazione meno; sul nuovo risultato fare l'operazione meno; ecc. b volte. 

Si indica scrivendo ±:a — 6; e se m è il numéro a cui si arriva, 
scriveremo. ±a — b = m. 

Esempio. Fare su +1 l'operazione — 3, significa fare su +1 l'o- 
perazione meno, cioè passare dal numéro +1 al précédente che è 0; poi 
fare su l'operazione meno, cioè passare da al précédente che è — 1; 
poi fare su — 1 l'operazione meno, cioè passare da —1 al précédente che 
è — 2é H numéro — 2 è il risultato cercato ; e scriveremo +1 — 3 = — 2. 

DEFINIZIONE 4*. Fare sul numéro ±a l'operazione meno zéro volte, 
significa non fare su ±a alcuna operazione. Ne segue: 

C0R0LUVRI0. ±a— Q = ±a. 
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OAPO SECONDO. 
Addizione. 

22. DEFINIZIONE 1*. Dîcesi somma del numéro ±a e del numéro 
±5 il numéro che si ottiene facendo sopra ±à l'operazione ±,b. 

DEFINIZIONE 2 a . Dicesi somma dei numeri ±#, ±6, ±c, ±d, ecc. 
il numéro al quale si arriva facendo prima sopra ±a L'operazione ±:&; 
poi sul risultato l'operazione ic; poï sul nuovp risultato l'operazione 
±d; ecc* - " ' • 

• W . m ■ - r 

DEFINIZIONE 3*. L 1 addizione algebrica b l'operazione per oui, dati 
due o più numeri con segno, se ne troya la somma. 

Osservazione. Poichè sommare a con ±6 significa face su a l'ope- 
razione ±:&, la quale si indica scrivendo a±b, pei* indicare p.e. che 
si somma + a con. + 6 basterà scrivere + a+b; per indicare che si somma 
-fa con — b basterà scrivere +o — b, ecc. ; per indicare che. si som-, 
mano — a, +b, — c, —d, basterà scrivere — «+&— c— d* Ed in gé- 
nérale, per indicare che si sommàno due opiù numeri con segno, basterà 
scriverl\ pqr ordine, uno alla destra deJVaïtro, col proprio segno. 

E poi importante osservare che le espressioni -fa — 6, — a+b— c — d, 
ecc. rappresentano indifferentemente : 1° V indicazione délie operazioni 
da eseguirsi; 2° il numéro che si ottiene per risultato finale. 

23. La somma algebrica di due numeri con segno puô présentais 
i quattrô seguenti casi: +a+b, .^-a — b, > -fa— 6, — a-\-b, -die 
esamineremo partitamente. ** 

1° CASOï +a+b. Bisogna fore sopra + a (che è alla destra- di 0) 
l'operazione +&, la quale ci porta ad un numéro alla destra ai +a, e 
quindi anche alla destra di 0.- Esso sarà la somma cercata; e saràpo- 
sitivo perché alla destra di 0, ed il suo valore numerico sarà eguaîe alla 
somma dei valori numerici degli addondi. 



* Iiiyece di dire che al numéro i» si eggiunge ,±&, al risultato si aggiunge i<?, 
al nuoYO risultato si aggiunge -td, ecc. si suole dire che al numéro ±_a si aggiun- 
gono succèssivamenie ±Jb^ ic, ±d, ecc. 

• ** Fer indicare che al numéro positivo a aggiungo il numéro positivo b, basta 
scrivere ^f a+b. Perd talvolta si rappresenta la parola aggiungo col segno +; ed 
allora per non confondcre il segno + che significa aggiungo col segno + di -fa e di 
+6 che significa positivo, si scrive ( -\-a) -f- {-\-b). Analogamente per gli altri casi. 
ÀYremo quindi per convenzione le eguaglianze-r 

(+«)+(+&) = +<*+*>; (-«)+(-&)=-"»-&; 

§ 22-23 
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Toperazione +6, la quale ci porta ad un numéro alla destra di 
Questo numéro sarà la somma cercata. Esso sarà alla sinistra di 
(ossia negativo), se il valore numerico di — a è maggiore del valore nu- 
merico di +6 ; sarà se il valore numerico di — a è eguale al valore 
numerico di +b; sarà alla destra di (ossia positivo), se il valore nu- 
merico di — a ô minore del valore numerico di +&. 

In ogni caso perô il valore numerico délia somma sarà la differenza 
dei valori numerici degii addendi, corne si vede nei seguenti esempi : 

1°. Si abbia — 5+2. Si fa sopra —5 Toperazione +2, e si arriva 
al numéro — 3 ; ed è appunto 3 la differenza dei valori numerici 5 e 2. 

2°. Si abbia — 5+5. Si fa sopra — 5 Toperazione +5, e si arriva 
allô ; ed è appunto O la differenza dei valori numerici 5 e 5. 

3°. Si abbia — 2+5. Si fa sopra — 2 Toperazione +5, e si arriva 
al numéro +3; ed ô appunto 3 la differenza dei valori numerici 2 e 5. 

Nella î a e nella 2 a ipotesi la somma si puô rappresentare cou 
— (a — b) ; e nella 3* ipotesi con +(& — a). Avremo quindi : 
— a-\-b = — (a — b) , oppure : — a+b = + (b— a) . 

Osservazione. 5 lire di perdita più 2 lire di guadagno dânno 
5 — 2= 3 lire di perdita. E poi 2 lire di perdita più 5 lire di guada- 
gno dânno 5 — 2 = 3 lire di guadagno. Ossia, se + rappresenta gua- 
dagno y e — perdita avremo: — 5 + 2= — (5 — 2) = — 3; e 
—2+5 = + (5— 2) = +3. 

Eiassumendo avremo: 

+a+6 = +(«+&) ; +o — b = +(o — b) oppure = — (b — a) ; 

— a — b = — («+&); . — a+b = — (a — b) oppure =+(& — a). 

24. Il contenuto del § 23 si puô riassumere nella seguente regola : 

R EGO LA. 1°. La somma di più nu mer i con segno si indica scrivendo 
i nu mer i, per ordine, uno alla destra dell'altro col proprio segno. 

2°. La somma di- due numeri del medesimo segno ha per valore 
numerico la somma dei valori numerici degli addendi, e per segno il 
segno degli addendi. 

3°. La somma di due numeri di segno contrario ha per valore 
numerico là differenza fra il maggiore ed il minore dei valori nume- 
rici degli addendi; e per segnay il segno di que/1' addendo il cui valore 
numerico è maggiore. * 

25. Dalla definizione dell'addizione algebrica e dalla regola précé- 
dente derivano immediatamente i seguenti corollari : 

COROLLARIO 1°. La somma di più numeri del medesimo segno ha 
per valore numerico la somma dei valori numerici degli addendi, e per 
segno il segno degli addendi. 




* Cosl dofinita, la somma algebrica di due numeri con segno non porta più neces- 
sariamente con se l'idea di aumento^ perché il valore numerico délia somma non è 
scmpre eguale alla somma dei valori numerici degli addendi. 
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coroll. 4° § 25, la potreino scrivére P+(a+6), oppure P— (a+&). E 
poichè per due numeri aritmetici, in aritmetica si dimostra che è a-\-b = 
= fc+a', la somma si potrà scrivere P+(fc+a), oppure P— (fc+a). E di 
nuovo, pel medesimo corollario, potremo togliere la parentesi, ed avremo : 
P-\-b-\?a oppure P — k— a. Sarà adunque : 

P+a+b = P+(a+b) = P±(b+a) =P+b+a. 

P—a-^b = P—(a+b) = P—(b+a) = P—b—a. 

2° Casô. I due ultimi termini sono di segno contrario. 

Basta scomporre il termine che ha valore numerico maggiore in due 
parti, di'cuï una sia eguale al valore numerico dell'altro. termine. Ea- 
gionando corne nel 1° caso, e ricordanda i coroll. 3° e 4°, § 25, si ha : 

P+5— 3 = P+(2+3)— 3 = P+2+3— 3 = P+2. 

. P— 3+5 = P—3+(3+2)Wp— 3+3+2 = P+2. 

Dunque P+5— 3=P— 3+5. 

Ed in générale: P+o — b — P—b+a. * 

28. TEOREMA 2°. In una somma algebrica di più termini si pos- 
sono scambiare di posto due termini consecutivi qualsiasi. 

Dico p.e. che si avrà: a+fc+c — d-\-e — f= a+fc — rf+c+c — f. 

Dimostrazione. Pel teor. prec. si ha: a+b-\-c — d=a-\-b — d-\-c; 
ed aggiungendo ad ambi i membri prima +e e poi — /", si ottiene: ** 
a+b+c— d+e— f= a+b—d+c+e—f. 

Osseryazione. Se i termini consecutivi da scambiare di posto sono 
i due primi, si fa la medesima dimôstrazione, s&pponeiido di avère 
0+a+b+c — d+e—f, invece di a+b+c — d+e — f. 

29. TEOREMA 3°. Una somma algebrica di più addendi è indipen- 
dente dall'ordine degli addendi. (Legge commutativa). 

Dico p. e. che si ha: a+fc— c — d+e = — d-\-a — c+e+fc. 
DiMOSTBAZiONE. Pel teor. preced. si passa dal 1° al 2° membro 
dell'eguaglianza con scambi successivi di due addendi consecutivi. 

30. Dal teor. 3° si ricavano assai facilmente, e con dimostrazioni 
analoghe a quelle date in Aritmetica, varie proprietà deU'addizione al- 
gebrica, tra le quali ricordiamo le due seguenti: . 

COROLLARIO 1°. Per aggiungere ad un numéro una somma alge- 
brica, basta' aggiungere al numéro succéssivamente ciascun addendo 
délia somma. (Legge associativa). 

Sia jp. e. il numéro P al quale si vuole aggiungere la somma 



* Se il termine il cui yalore numerico è ma&gîorc fosse' nejrativo, si âvrebbe p.e. : 

P-5+à = P- (2+3)+3 = P-2-3+3 = P-2. 
P4-3_5 = p+8-(3-|-2) = P+3— 8-2 = P— 2. Da cui: 

P-fîr=|-8^=rP^3=5. 

Perché due numeri eguali aumentati del medasimo numéro dan no somme eguali. 
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CAPO TEKZO. 
Sottrazione. 

31. DEFINIZIONE. Dicesi differenza di due numeri con segno un 
terzo numéro con segno che, sommato col secondo, riproduce il primo. 

H primo numéro si chiama minuendo, il secondo sottraendo. 

DEFINIZIONE La sottrazione algebrica è quell'operazione per cui, 
dati due numeri con segno, se ne trova la differenza. 

32. TEOREMA 1°. La differenza di due numeri con segno è eguale 
alla somma del primo numéro e del contrario del secondo. 

Siano p.e. i due numeri +a e -\-b; dico che la loro differenza 
è -f-a — b. Avro dimostrato il teorema se dimostro che aggiungendo 
al numéro -\-a— b il sottraendo +&, si ottiene il minuendo +a. 

Dimostrazione . Pel coroll. 3° § 25, si ha: +a—b+b=+a. 
Dunque la differenza dei numeri +ae+5 è +a — b. Analogamente 
si trova che » -fa e -b è -\-a-\-b. » 

» » — a e -\-b è — a — b. » 

» » — a e —b è — a-\-b. * 

Poichè p^r sommare due numeri con segno basta scriverli uno alla 
destra dell'altro col proprio segno, avremo la seguente regola : 

REGOLA. Per sottrarre da un numéro con segno un altro nu- 
méro con segno, basta scrivere, a destra del primo numéro, il con- 
trario del secondo. 

33. DEFINIZIONE. Da un numéro con segno sottrarne successiva- 
mente parecchi altri, significa: dal 1° numéro sottrarre il 2°, dal ri- 
sultato sottrarre il 3°, dal nuovo risultato sottrarre il 4°, ecc. 




• Per indicare che da -f-a si sottrae -ft, si scrive anche: (+«) -(— b). Per indicare 
che da — a si sottrae +6, si scrive anche : (-a) - (+b). Analoyamente per gli altri casi. 
L'enunciato del teorema si puô quindi esprimere cosi : 

{+<*)- (+b)=+a-b; {- a )-(+b)=-a-b; 

(+a)-(-6)=-HH-fc; (_«) -(-&)=-«+&. 

È da no tare che, in questi casi, i segni +, - , chiusi inparentesi, significano rispettiva- 
monte pogitivo, negativo; ed il segno — che précède la parentesi significa si sottrae, Cfr. 
la nota ** § 23. Cosl definita, la sottrazione non porta più con se necessariamente l'idea 
di diminuzione, corne succède in Âritmetica. Il vulore numerico del resto pub essere mag- 
giore o minore del valore numerico del minuendo ; percib la denominazione di minuendo 
che in Âritmetica era esatta, in Algebra non ha più ragione di esistere. La si conserva 
tuttavia per uniformità di linguaggio. £ poi facile vedere che, quando i numeri dati sono 
tutti positivi, ed il minuendo non è minore del sottraendo, l'addizione e la sottrazione 
algebrica coincidono, se si prescinde dal segno, rispettivamente coll'addizione e colla 
sottrazione âritmetica. 

2 Nassô — Elementi di Calcolo Algebrico. § 31-3& 
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Dalla regola précédente si ricava immediatamente che basta a destra 
del 1° numéro scrivere il contrario del 2°, a destra del 2° scrivere il 
contrario del 3°, a destra del 3° scrivere il contrario del 4°, ecc. 

Esempio. Per sottrarre da a successivamente — b, — c, +d, — e, 
basta scrivere a+b+c — d+e. 

34. TEOREMA 2°. Per sottrarre da un numéro una somma, basta, 
alla destra del numéro, scrivere, uno dopo l'altro, col segno cambiato, 
gli addendi délia somma. 

Da P (che puô anche essere una somma) si voglia sottrarre la 
somma — a+b — c+d. Dico che il resto sarà P+a — b-\-c — d; ossia: 

P—(—a+b—c+d) = P+a— b+c— d. 

DiMOSTRAZiONE. Avrô dimostrato che P+a—b+c—d è il resto 
uercato, se dimostro cbe, sommato col sottraendo — a+b — c+d, dà per 
xisultato il minuendo P. 

Eseguendo l'addizione, abbiamo : 
(P+a—b+c—d) + {—a+b—c+d) = pei §§ 26 e 24, 
=P+a— b+c— d— a+b— c+d= pel § 29, e pel coroll. 3° § 25, 
=P+a—a—b+b+c—c—d +d=P. 

Dunque P+a — b+c — d è il resto cercato. 

Ànalogainente si avrebbe : P — (a+b — c) = P—a — b+c. * 

Esempio. JDa — 2+5 — 3 sisottragga 4+6 — 7. Avremo: 
(—2+5 — 3) — (+4+6 — 7)=— 2+5— 3— 4— 6+7=— 3. 

sull'uso delle parentesi nell' addizione 

e nella soïtkazione. 

35. Se, nelle eguaglianze dimostrate dal coroll. 1° § 30 e dal teor. 2° 
§ 34, scriviamo esplicitamente il segno + davanti al primo termine chiuso 
entro parentesi, esse si potranno trascrivere cosi: 

(1) P+(+a-b-c+d) = P+a-b-c+d 

(2) pj r (- a +b-c+d) = P-a+b-c+d 

(3) P-(+a-b-c+d)=P-a+b+c-d 

(4) P—(- a +b-c+d)=P+a-b+c-d. ** 



# Se il numéro P è esso stesso una somma, il teorema précédente si puô enunciare cosi : 
TEOREMA. Per sottrarre una somma da una somma, basta, in seguito alla 

somma minuendo, scrivere, uno dopo l'altro, col segno cambiato, i termini délia 

somma sottraendo. 

** Ricordiamo che i sejrni +, — , che precedono ciascuua parentesi, significano ri* 
spcttivamente si aggiunge, si toglie. Si noti poi che, quando il 1° termine chiuso 
entro parentesi è positivo, si suole omettere il segno -f- che lo précède. Perciô in luogo 
di scrivere p.e. (+a — &-fc), si scrive (a— fe-J-c). Il segno — non si omette mai. Pérciô 
non si potrà scrivere p.e. (a — b-\-c) invece di ( — a — b-\-c). 

§ 34-35 



Aggiungendo ai due înambri di queste egnaglianze prima 
— f, otteniamo le quattro eguaglianze seguenti: 

(1') P+(+a—b—c+d)+6—f=P+a-b-ç+4 

(2') P+(— a+b— c+d)+e— f=P— a+b— c+d 

(3') P— (+0^-6— c+d)+e— f=P— a+l+c—d 

(4') J>-(— a+b— c+d)+e-f=P+a-b+c— d 

Si vedu subito che, in ciascuna di queste eguaglianze, si 
1° al 2° membro sopprimondo la parentesi col segno da cni è p 
non s'introduce alcun altro cambiamento, se la parentes! en 
dal segno + ; si catnbia invece il segno a tutti i termini 
entro la parentesi, se qnesta era precednta dal segno — . 

Analogamente, si passa dal 2° al 1" membro di ciascuna < 
chiudendo alcnni termini consecutivi (e quali si voglia) in pari 
introduire akun'altra motazione, se la parentes! si fa procéder* 
+ ; e cambiando invece il segno a tutti i termini che si c 
parentesi, se questa si fa precedere dal segno — . 

Tutto ciù si snole esprimere concisamente colla segnente 

REGOLA. Una parentes!, raccfiiadente ahuni termini a"< 
algebrica, si puo introdurre o sopprimere a piacimento, sen 
di a/tri cambiamenti, se la parentesi introdotta soppress 
data dal segno +; cambiando invece il segno a tutti i t 
saranno, o che erano cfiiusi entro parentesi, se questa è 
dal segno — . * 

* Quando in una somma Ti sono moite parentesi l'un» dentro l'ai tri, e sidi 
sipub(applkandolaregoladata) toglierle, una uopol'altra,procedendo ordini 
esterne alla interne, oppure dalle interne aile esterne. 

Esimpio. Si tolgaiio le parentesi nella somma a- &+[*— (d-e+fj+2 

Cominciaudo l'eliminaiione dalla parentesi interne, avremo suecessirime 

«>-[6+J4-W-«+/)+8-(*-rtj|=o-[6+J4-{*-<+n+8-»+-; 

=I) ,-j6 + J4-<I+.-J'+8-*+yj]=«-[i+4-<l+'-/ , +8-»+ï]= 

=o-6-4-H*-«+/'-3+a:-y. 

Coiuinciamlo invece l'eliminazione drille pareutesi eslorno, avremo succès 
n _[i+[4-(<I-i+r)+S-( a: -!,)j]=«-S-J4-(d-«+rt+S-^- 

=B _6_4+(d-«+n-3+( a :-î/)= a - -4+d-«+/ , -3+( J; -y 

= a -b-i+d-e+f-3+x-y. 

Quando si o già acquis ta to un po' di piatic.i, riesce più conioda e pin 

niinazioae délie parentesi cm questo sacondo metolo, piiittostoctiè col pri 

ancba rispirmisre la ripetuta triscrizione délia somma, scriveudo subito il r. 
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OAPO QUARTO. 
Moltiplicazione e Potenza. 




PBODOTTO DEI NUMBRI CON SEGrNO. 

36. DEFINIZIONI. 1 a . Fare b volte sopra zéro l'operazione -fa, 
significa fare sopra zéro l'operazione + a, poi sul risultato fare l'ope- 
razione +a, poi sul nuovo risultato fare l'operazione -fa, ecc. b volte. 

Si rappresenta scrivendo (+a)(+6), che si legge -\-a moltiplicato +b. 

Avremo quindi per definizione : (+a)(+b) = + a+a+ a-f.... &wlte . 

2 a . Fare & volte sopra zéro l'operazione — a, significa fare sopra 
zéro l'operazione —a, poi sul risultato fare l'operazione — a, poi sul 
nuovo risultato fare l'operazione —a, ecc. b volte. 

Si rappresenta scrivendo ( — a)(+b), che si legge — a moltiplicato -f&. 

Avremo quindi per definizione : ( — a)(+b) = — a — a — a — b voUe . -^ 

3*. Fare b volte sopra zéro l'operazione +a invertita, significa 
fare sopra zéro l'operazione -fa invertita, poi sul risultato fare l'o- 
perazione +a invertita, poi sul risultato fare l'operazione -fa inver- 
tita, ecc. b volte. * 

Ossia significa fare sopra zéro l'operazione — a, poi sul risultato fare 

l'operazione — a, poi sul nuovo risultato fare l'operazione — a, ecc. b volte. 

Si rappresenta scrivendo (+a)( — b), che si legge + a moltiplicato — b. 

Avremo quindi per definizione : (+a)(— b) = — a — a — a — b volte . 

4*. Fare b volte sopra zéro l'operazione —a invertita, significa 
fare sôpra zéro l'operazione — a invertita, poi sul risultato fare l'o- 
perazione — a invertita, poi sul nuovo risultato fare l'operazione — a 
invertita, ecc. b volte. 

Ossia significa fare sopra zéro l'operazione +a, poi sul risultato fare 

l'operazione +a, poi sul nuovo risultato fare l'operazione +a, ecc. b volte. 

Si rappresenta scrivendo ( — a)( — &), che si legge — a moltiplicato — b. 

Avremo quindi per definizione : ( — a)( — b)= + a+a+a+ bvoiu. 



* Dalle definizioni di operazione più e di oporazione meno, si scorge che 1' opéra- 
zione più è l'inversa dell'operazione meno; e V operazione meno è 1 * inversa delPopera- 
zione più: epperciô si suol dire che l'operazione più è l'operazione meno invertita; e 
che l'operazione meno è l'operazione più invertita, £ quindi: 

Fare l'operazione più invertita, significa fare l'operazione meno. 
Fare l'operazione meno invertita, significa fare l'operazione più. 
Fare l'operazione +" invertita, significa fare l'operazione — «. 
Fare l'operazione — a invertita, significa fare l'operazione +«. 

§ 36 
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5 ft . Dicesi prodotto del numéro positivo +a per il numéro positivo 
4-5, il numéro che siottiene facendo b volte soprazero l'operazione -fa. 

6 a . Dicesi prodotto del numéro negativo — a pel numéro positivo 
-f 6, il numéro che si ottiene facendo b volte sopra zéro l'operazione — a. 

T. Dicesi prodotto del numéro positivo +a pel numéro negativo 
— b, il numéro che si ottiene facendo b volte sopra zéro l'operazione +a 
invertita. 

8*. Dicesi prodotto del numéro negativo — a pel numéro negativo 
— b, il numéro che si ottiene facendo b volte sopra zéro l'operazione — a 
invertita. 

9*. Dicesi prodotto di più numeri con segno il numéro che si ot- 
tiene moltiplicando il 1° numéro pel 2°, poi il prodotto ottenuto pel 3°, 
poi il nuovo prodotto ottenuto pel 4°, ecc. * 

Il prodotto dei numeri + a, +b, — c, +d, — e, si indica scrivendo 
( + a)(+b)( — c)( + d)( — e). I numeri dati si chiamano i fatiori del pro- 
dotto. Quando il prodotto ha due soli fattori, il 1° si chiama moltipli- 
cando, il 2° moltiplicatore. 

10*. La moltiplicazione algebrica è l'operazione per cui, dati due o 
più numeri con segno, se ne trova il prodotto. 

11 a . Se a, b, c, d, e,.... sono numeri con segno, sarà la stessa cosa 
scrivere abcde , od (ab)cde , od (abc)de , od (abcd)e , ecc. 

37. Il prodotto di due numeri con segrio présenta i seguenti casi : 

1° Caso. Moltiplicando positivo e moltiplicatore positivo. 
Per la definizione l a § 36, è : (+a)( + b)=+a+a+a+.... b voite = 
per il coroll. 1° § 25, = + {ab). ** 

2° Caso. Moltiplicando negativo e moltiplicatore positivo. 

Per la definizione 2 a § 36, è : ( — a)(+b)= — a — a — a-r- b *<,««= 

per il coroll. 1° § 25, =—(ab). 

3° Caso. Moltiplicando positivo e moltiplicatore negativo. 

Perla definizione 3 a § 36, è: (+a)(—b)=—ctr-ar-a— b voUe = 

per il coroll. 1° § 25, =— (ab). 

4° Caso. Moltiplicando negativo e moltiplicatore negativo. 

Per la definizione 4 a § 36, è: ( — a)(— b)= + a-\-a+a+ bvoite- 

per il coroll. 1° § 25, = + (ab). 

* Sono sinonime le espressioni trovare il prodotto di a, b, e moltiplicare a per b. 

11 segno x délia moltiplieaziooe si trova per la 1* volta nella Clavis mathematica 
del parroco inglese Quglielmo Oughtred (nato in Etoo, contea di Buckingham, in In- 
ghilterra, ncl 1574, e morto nel 1660) stampata nel 1631. Fu Renato Descartes (nato 
a Lahaye, nella Turrena, nel 1596, e morto in Svezia nel 1650) che propose di met- 
tere un punto tra un fattore e Taltro ; e fu Michèle Stifel (1486-1567) che suggerl di 
scrivere i fattori, uno a destra dell'altro, senza frapporvi alcun segno. 

** La scrittura +{ab) indica che il valore numerico del prodotto è ab, e che il prodotto 
è positivo. La scrittura — (ab) indica che il valore numerico del prodotto è ab, e che il 
prodotto è negativo, Invece di -\-{àb) e — (ab), si suole scrivere semplicemente -\-ab e — ab. 

% 37 



Riassumendo i qnattro casi, abbiamo : 

( + «)(+&)= +«*;■ 
(—a)(+b) = —ab; 



(+«)(-») 
(-a)(-b) 



— àb; 
+ab. * 




+8 

+i 



-1 

-8 
-3 



* Non è fuor di proposito far osservare ai principianti che la regola dei segni, nella mol- 
tiplicazione algebrica, non contraddice alla realtà délie cose. Si abbia p.e. tin termometro. 
Sappiamo che i gradi sopra zéro si sogliono scrivere preceduti dal segno 
+ ; e quelli sotto zéro, preceduti dal segno — . Cosicchè per scrivere p.e. 
3 gradi sopra zéro, si scrive -f3° ; e 7 gradi sotto zéro, si scrive — 7° 

Froponiamoci di risolvere il seguente problema. 

Problema. In un dato termometro Valtezza délia eolonna di mercurio 
varia (eontinuamente calando oppure continuamente salendo) di 2 gradi 
alVora. A mezzodi il termometro segna gradi. Quanti gradi segnerà 
in un tempo che è separato da mezzodi per un intervallo di 4 ore ? 

Soluzione. Poichè l'altezza délia eolonna di mercurio varia di 2 gradi al- 
l'ora, in 4 ore variera di gradi 2.4=8; e se a mezzodi segnava 0°, al l'or a 
richiesta segnerà 8°. Il problema si risolve dunque eseguendo una mol tipli- 
cazione ; e la risposta è che il termometro segnerà 8°. Resta solo a sapere se 
questi 8 gradi sono positivi o negativi. À tal fine conveniamo p.e. di chia- 
mare positivi i gradi percorsi dalla estremità délia eolonna di mercurio du- 
rante la salita, e negativi quelli percorsi durante la discesa. Conveniamo 
ancora di chiamare positive le ore pomeridiane, e négative quelle antimeri- 
diane. Risolviamo separatamente i quattro casi cho si possono presentare. 

• 1° Caso. V estremità délia eolonna del termometro sale di 2 gradi 

alVora, ed a mezzogiorno segna 0°. Quanti gradi segnerà aile ore 4 
dopo mezzogiorno? 

Soluzione. In questo caso i gradi sono percorsi in salita, e quindi avremo 
+2°. Le ore sono pomeridiane, e quindi avremo +4. Eseguendo la moltiplicazione al- 
gebrica, otteniamo: (+2)(+4)=+8. 

Risposta, Il termometro segnerà -{-8°. Ed infatti : se l'estremità délia eolonna sale 
ed a mezzodi si trova a zéro, dopo mezzodi si troverà al di sopra di zéro. 

2° Caso. L'estremità délia eolonna del termometro sale di 2 gradi alVora, ed a 
mezzogiorno segna 0°. Quanti gradi segnava 4 ore prima di mezzogiorno? 

Soluzione. In questo caso i gradi sono percorsi in sali ta, e quindi avremo +2°. 
Le ore sono antimeridiane, e quindi avremo — 4. Eseguendo la mol tiplicazione alge- 
brica, otteniamo : (-f 2)(— 4)= — 8. 

Risposta. Il termometro segnava — 8°. Ed infatti : se la eolonna sale, ed a mez- 
zodi si trova a zéro, prima di mezzodi si trovava al disotto di zéro. 

3° Caso. L'estremità délia eolonna del termometro discende di 2 gradi alVora, 
ed a mezzogiorno segna 0°. Quanti gradi segnerà aile ore 4 dopo mezzogiorno? 

Soluzione. In questo caso i gradi sono percorsi in discesa, e quindi avremo —2°. 
Le ore sono pomeridiane^ e quindi avremo +4. Eseguendo la moltiplicazione algebrica, 
otteniamo: (—2) (+4) ==—8. 

Risposta. Il termometro segnerà — 3°. Ed infatti : se l'estremità délia eolonna di- 
scende, ed a mezzodi si trova a zéro, dopo mezzodi si troverà al disotto di zéro. 

4° Caso. L'estremità délia eolonna del termometro discende di 2 gradi alVora- 
ed a mezzogiorno segna 0°. Quanti gradi segnava 4 ore prima di mezzogiorno ? 

Soluzione. In questo caso i gradi sono percorsi in discesa, e quindi avremo — 2°: 
Le ore sono antimeridiane, e quindi avremo — 4. Eseguendo la moltiplicazione alge- 
brica, abbiamo: ( — 2)( — *) = -|-8. 



§ 37 
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per ( — c), e si ottiène + [(àb)c 
per (+d), e si ottiene + [(abc)d 
per ( — e), e si ottiene — [(abcd)e 



— +(abc); poi si moltiplica + (abc) 
= + (abcd) ; poi si moltiplica + (abcd) 
= — (àbcde); poi si moltipl. — (àbcde) 
per (+/), e si ottiene — [(abcde)f] = — (àbcdef). 

Si vede cosi che, in ciascun prodotto parziale, il valore nuinerico del 
prodotto è sempre eguale al prodotto dei valori numerici dei fattori. 

Si vede pure che il prodotto si fa negativo col 1°, col 3°, col 5°, 
ecc. fattore negativo che si incontra; si fa invece positivo col 2°, col 
4°, col 6°, ecc, fattore negativo che si incontra. Dunque * 

C0R0LLARI0 1°. Il prodotto di più numeri con segno è indipen- 
dente dall'ordine dei fattori. (Legge commutativa). 

In un prodotto di più numeri con segno a parecchi fattori, e quali 
si voglia, si puô sostituire il loro prodotto effettuato. E viceversa. (Legge 
assôciativa). 

Dimostrazione. Se si varia l'ordine dei fattori, o ad alcuni fat- 
tori si sostituisce il loro prodotto, od al prodotto di alcuni si sostitui- 
scono i fattori, il segno del prodotto finale non carnbia, perché esso 
dipende solamente dal numéro dei fattori negativi, e non dal posto che 
essi occupano: il valore numerico del prodotto finale non carnbia, 
perché esso è eguale al pro«lotto dei valori numerici dei fattori, il quale 
(per noti teor. d'Aritm.) ha la proprietà commutativa e la assôciativa. 

C0R0LLARI0 2°. Affinchè il prodotto di più numeri con' segno sia 
zéro, è necessario e sufficiente che sia zéro uno dei fattori. 

Dimostrazione. Il valore numerico del prodotto è eguale al pro- 
dotto dei valori numerici dei fattori ; ed affinchè questo prodotto sia zéro, 
(per un noto teor. d'Aritm») è necessario e sufficiente che sia zéro uno 
dei fattori. 

40. TÈOREMA 2°. Cambiando il segno ad un fattore, si carnbia il 
segno al prodotto. 

Dimostrazione. Se si carnbia un segno + in — , il numéro dei 
fattori negativi aumenta d'una unità ; e se si cambia un segno — in + , 
il numéro dei fattori negativi diminuisce d'una unità. 

Quindi: se prima il numéro dei fattori negativi era pari, dopo sarà 
dispari; e se prima era dispari, dopo sarà pari. Ne segue che se il 
prodotto prima era positivo, dopo sarà negativo; e se prima era nega- 
tivo, dopo sarà positivo. ** 



* Se i fattori d'un prodotto sono tutti positivi, il prodotto sarà evidentemente 
positivo. Si dice allora clie il numéro dei fattori negativi è zéro; e si considéra lo zéro 
corne un numéro pari. Dal teorema risulta che il segno d'un prodotto dipende sola- 
mente dal numéro dei fattori negativi; e che il valore numerico del prodotto dipende 
solamente dal valore numerico dei fattori. 

** l$Q\VAlgebra Elementare ad uso dei Licei, pag. 26, si pub vedere corne si po- 
trebbe definire il prodotto di due numeri con segno, frazionari. 

§ 40 
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POTENZA DEI NUMERI CON SEGNO. 



41. DEFINIZIONI. Poienza è un prodotto di fattori eguali fra loro. 
Base délia potenza è uno dei fattori. 

Esponente délia potenza è il numéro dei fattori. 

Esempio. a.a.a è una potenza. La base è a, Vesponente è 3. 

Uua potenza si dice pari o dispari, secoudochè l' esponente è un 
numéro pari o dispari; si dice seconda, terza, quarta, ecc. ennesima, 
secondochè l'esponente è 2, 3, 4, ecc. w. * 

Osservazione. Una potenza si indica scrivendo la base una volta sola, 
e poi Vesponente, a destra délia base, ed in alto. Gosl invece di aaa, 
si scrive a 3 ; invece di ( — a)( — a)( — a)( — a), si scrive ( — a) 4 . ** 

42. TEOREMA 1°. Le potenze di base positiva sono tutte positive. 
Le potenze di base negativa sono positive, se la potenza è pari ; hanno 
il segno délia base, se la potenza è dispari. *** 

DlMOSTRAZlONE. 1° Caso. Base positiva. In questo caso, la po- 
tenza è un prodotto di fattori tutti positivi; e quindi (pel teor 1° dei 
§ 39, nota) ô positiva. 

2° Caso. Base negativa. In questo caso, la potenza è un prodotto 
di fattori tutti negativi ; e quindi : 

Se la potenza è pari,, il numéro dei fattori negativi ô pari, ed il 
prodotto (ossia la potenza) è positivo. 



* La paroi a potenza, usata per la prima volta da Raffaoïe Bonibelli (1572), à la 
traduzione di Sovajuç, nome che Ippocrate di Chio (nato verso il 450 a.-C) diedealla 
2* potenza. Questo nome poi renne esteso anche aile altre potenze. Prima di Bombelli, 
la 2* potenza si chiamava quadrato, la 3 a cubo, la 4 a quadrato quadrato, la 5 a qua- 
àrato cubo, la 6* cubo cubo; e questa nomeuclatura non oit repassa va ordiuariamente 
la 6* potenza. Le potenze dei numeri incogniti (cioè dei numeri cercati dal prob'ema) 
avevano nomi spécial i. F.e. Pincognita si chiamava cosa; il quadrato dell' ineognita, 
censo; il cubo dell'incognita, cubo; la 4 a potenza dell'incognita, censo censo; la 5 a 
potenza, primo rélato; la 6* potenza, censo dei cubo, o cubo dei censo; la 7 a potenza 
secondo relato; ecc. Fu il matematico francese Nicola Chuquet (nato a Parigi verso il 
1445) che introduise, per le potenze. i nomi numéro secondo, numéro terzo, numéro 
quarto, numéro quint o, ecc; i quali, dopo Bombelli, si mutai ono in potenza seconda, 
terza, quarta, quinta, ecc. 

Per scrivere le potenze, dapprima non si usavano segni spécial i ; nei secoli XV, XVI, 
si proposero varie notazioni, le quali pero non entrarono nell'uso comune. La notazione 
attuale è dovutaa Renato Descartes (1596-1650). 

** I segni -f» — , se sono entro la parentesi, si riferiscono alla sola base; se sono 
fuori délia parentesi, si riferiscono alla potenza, ossia al risultato dell'operazione. 
Cosî, p.e. ( — a)'significa: ( — a){ — <*)(— a)( — a); mentre, p.e. — a* significa: — (aaaa). 

*** Questo teorema si suole anche enunciare cosl : 

TEOREMA. Le potenze pari sono tutte positive, qualunque sia il segno délia base. 
Le potenze dispari hanno sempre il segno délia base. 
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Se la potenza è dispari, il numéro dei fattori negativi è dispari, c$-j 
il prodotto (ossia la potenza) è negativo. 

43. TEOREMA 2°. La potenza emmesima d'un prodotto è eguale 
al prodotto délie potenze emmesime dei fattori. 

Dicop.e. che la potenza emmesima dei prodotto àbcd è a m b m c m d m ; 
ossia che è: (abcd) m = a m b m c m d m . 

DiMOSTBAZiONE. Per definizione (§ 41) si ha: 

(abcd) m =(abcd) (àbcd)(àbcd) mvoite = 

pel coroll. 1° § 39 * = àbcdàbcdàbcd mro « tf = 

pel medesimo coroll.** = {aaa. . .) (bbb. . .) (ccc. . .) (ddd. . .) =a m b m c m d m . 

44. TEOREMA 3°. Il prodotto di due potenze délia medesima base 
è una potenza délia medesima base avente per esponente la somma 
degli esponenti. 

Siano le due potenze a m ed a. n ; dico che sard:a m .a tt = a m + n . 
DiMOSTBAZiONE. Per la definiz. dei § 41, e pel coroll. 1° § 39, si ha : 

a m .a n =(a.a.a m voiu)(a.a.a n voite.) = 

=(a.a.a m+m>oit6)=a m + n . 

C0R0LLARI0. Analogamente si avrà: 
a m .a n .a p .a q ={aaa 4«+^wk«)=« w+ * +p+î 

45. TEOREMA 4°. La potenza n a délia potenza m a di un numéro 
è eguale alla potenza mn a di quel numéro. *** 

Sia p.e. da elevare a m alla potenza n a ; dico che si avrà per ri- 
sultato quella potenza di a che ha per esponente il prodotto mn; ossia: 

[a m Y =a m ». • I 

Dimostrazione. Per la definiz. dei § 41, e pel coroll. § 44, si ha: "^ 
(a m ) n =a m a m a m „ vo ite =a m + w + m +-"" (» t0 "o =a mn . **** ' x * 



PRODOTTO E POTENZA DEI MONOMI. 

46. DEFINIZIONI. 1\ Un numéro solo, od un prodotto di due o più 
fattori, si chiama monomio. 

Esempio. Sono monomi —5, a, +m, 4a 2 &, 3(a+fc)(m— 2ri). 
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* Al prodotto eseguito di alcuni fattori sostituendone i fattori. 
Ad alcuni fattori sostitueudo il luro prodotto. 
Questo teorema si suole anche enunciare cosl: 
TEOREMA. Per elevare una potenza ad una potenza, basta scrivere una po- 
tenza délia medesima base avente per esponente il prodotto degli esponenti. < : ^ 
**** Si stabilisée per convenzione che sia la stessa cosa scrivere al m+n \ o scrivere <*| 
a m n . Cosl pure sia la medesima cosa scrivere al m ' n \ oppure a m " n . £S 
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2 a . Il fattore numerico di un monomio dicesi coefficiente del monomio.* 
Esempio. In — éa 2 b il coefficiente è —4; in +3## 4 è +3. 

Osservazione. In un monomio che non abbia segnato alcnn fattore 
numerico si sottin tende il fattore +1, e quindi un taie monomio ha per 
coefficiente +1. P.e. il coefficiente di a 2 b è +1. 

47. PR0D07T0 DEI MONOMI. 

Esempio 1°. Si trovi il prodotto di +4a-&c per — 3a 3 b 2 n. 
Perlaregoladel§ 38, è: (+4a 2 bc) (— 3a*b 2 n)=— [(4a 2 bc)(3a*b 2 n)] = 
pel corollario 1° § 39 =— (4.3)(a 2 .a3)(6.&*)m= 

pel teorema § 44 = — 12a 5 fc 3 cw. 

Esempio 2°. Si trovi il prodotto di — 1 /gi> 2 â r per —3pqr. 
Ragionando corne nelT esempio précédente, avremo: 

(-4^)(-8p«r)=+ (j&j&pgr) =+(^"»)(p«p)to)r= 

Esempio 3°. Si trovi il prodotto di — 5a 2 &, +2a& 3 c, — 3&V. 
Eagionando corne neir esempio 1°, avremo: 

(— ha 2 b) (+2ab*c) (— 3& 2 c 2 )=+[(5a 2 fc) (2a& 3 c)(3fc 2 c 2 )]= 
= +(5.2.3) (a 2 a) (bb*b 2 ) {ce 2 ) = +30a 3 6 6 c 3 . 

Da questi esempi si ricava la seguente regola: 

REGOLÂ. 1°. Il prodotto di due o più monomi è un monomio. 

2°. Il segno del prodotto è positivo, se i fattori sono tutti positivi, 
o se il numéro del fattori negativi è pari; è negativo, se il numéro 
dei fattori negativi è dispari. 

3°. Il coefficiente del prodotto è il prodotto dei coefficient! dei 
fattori. 

4°. I fattori letterafi sono tutti) e so/i) quelli dei monomi dati, 
scritti ciascuno una volta sola. 

5°. U esponente di ciascun fattore letterale del prodotto è la somma 
degli esponenti che il medesimo fattore letterale ha nei monomi dati. 
Un fattore letterale che si trovi in un solo monomio, conserva nel 
prodotto il proprio esponente inalterato. ** 



* La parola coefficiente fu introdotta da Francesco Viète nel 1591, e non seneconosce 
l'etimologia. Viète nacque in Fontenay-le-Comte (Poitou) nel 1540, e mori aParigi nel 1603; 
egli fece fare grandissimi progressi all'Algebra, ed à forse il più grande matematico del 
suo secolo. 

# * Per applicare la 4* parte délia regola, si suppone che se un numéro non ha segnato 
alcun esponente, abbia per esponente sottin teso 1. Si pone cioè per convenzione a=a x . 
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48. POTENZA DEI MONOMI. 

Esempio 1°. Si elevi — 2a 5 6 3 c 2 alla 3 a potenza. 
Pel teor. 2° § 43, avremo: {—2a%*&)*=— 2^.(a^.(b^. (c 2 )3 = 
pel teorema 4° § 45, =— 8a 5 ' 3 .& 3 - 3 .c 2 ' 3 =— S^W*. 

Esempio 2°. Si elevi -\- 3, i5 xy 2 m* alla 2* potenza. 
Ragionando corne neiresempio précédente, avremo: 

(Q \2 / 3 \2 Q2 

+-jxy2m*J =+(y) .x 2 .(y 2 ) 2 Xm*)*=+^x*.yZ-*.m*-*= 

9 

Ne segue immediatamente la regola : 

REGOLA. 1°. La potenza m a di un monomio è un monomio. 

2°. Il segno délia potenza è positivo, se l'esponente è pari; è il 
segno délia base, se l'esponente è dispari. 

3°. Il coefficients délia potenza e la potenza m a del coeff ici ente 
délia base. 

4°. I fattori letterali délia potenza sono quelli délia base, coi ri- 
spettivi esponenti moltiplicati per m. * 

MOLTIPLICAZIONE DEI POLINOMT. 

49. DEFINIZIONE. Dicesi polinomio la somma di più monomi. ** 

Il polinomio di due soli monomi si chiama binomio; quello di tre, 
trinomio. Ciascun monomio poi si chiama anche un termine del polinomio. 

Esempio. a — 2b è un binomio; — 2+c — 7 è un trinomio. 

50. TEOREMA. Per moltiplicare una somma per un numéro, basta 
moltiplicare ciascun addendo délia somma per questo numéro, e poi 



* Aytirtenze. Ricordino bene i principianti cbe: 

1*. H coefficients non si moWplica per m, ma si éleva alla potenza ma. Percib sarà 
p.e. (3a î 5 3 c)*=3 2 .« 4 e»*c2, e non {$a*b*c)*=8.2.a*b*c*. 

2°. Gli esponenti non si sommano con m, ne si élevano alla potenza m«, ma si mol- 
tiplicano per m. Avremo percid p.e. (a 3 ô 5 )*=a 8,, .6 5, *=a 6 ô , °; e non (a 3 &s)*=a 3+> 6 5+ *= 
=a 5 ft 7 , e neppure (a*b*)* «= a 9 ^ 25 . 

8°. Si moltiplicano per m tutti gli esponenti, e non solamente Vultimo a destra. 
Avremo quindi p.e. (3a l 6 3 c) , =9o , • , .6 8 • , .c»•*=9a 1 6 6 c , e non (9a*b*cf=9a*b*c*. 

4°. La potenza m* di un monomio si indica chiudendo il monomio in parentesi, 
e ponendo Vesponente m fuori délia parentesi; e non già scrivendo semplicemente 
m in alto ed a destra delVultimo fattore del monomio. 

** Fu Simone Stevin (nato a Brûgge ne! Belgio nel 1543, e morto non si sa se a 
a Leida o ad Haag, nel 1620) che introdusse nella scienza i termini monomio, mul- 
tinomio. Invece di muHinomio, si disse poi polinomio. 
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sommare i prodotti parziali. (Legge distributiva délia moltiplicazione 
rispetto alVaddizione). 

Sia p.e. la somma a — b+c da molt'plicare per + m: dico che 
basterà moltiplicare +aper +m, e si ha +am; poi moltiplicare — b 
per +m, e si ha — bm; poi moltiplicare +c per +m, e si ha +cm; 
ed infine sommare i risultati; e si ha: +am — bm+cm. 

Dico dunque che avremo: (a — b+c)(+m) = +am — bm+cm. 
Anahgamente avremo: (a — b+c)( — m) = — am+bm — cm. 

DiMOSTBAZlONE. Moltiplicatore positivo. Per le definizioni 5* e 
6 a del § 36, il prodotto del numéro +a — b+c pel numéro +m, è il 
numéro che si ottiene facendo m volte su zéro Toperazione +a — b+c. 
Avremo quindi: 



## 



(a— b+c)(+m) = (a— b+c)+(a— b+c)+(a— b+c) + mvolu 

= a+a+a+.... — b — b — b — ,...+c+c+c+.... 
= (a+a+a+...)—(b+b+b...) + (c+c+c+...) = 
= am — bm+cm. 

Moltiplicatore negativo. Per le definizioni 7* ed 8 a del § 36, il pro- 
dotto del numéro +a — b+c pel numéro — m è il numéro che si ottiene 
facendo m volte sopra zéro Toperazione +a — b+c invertita, ossia To- 
perazione — (a — b+c). Avremo quindi: 

(a— b+c)(—m)=— (a-b+c)-(a— b+c)— {a— b+c)— ... m „„«*=*** 

= — a+b — c — a+b—c — a+b — c — mvoite = 

= — a — a — a — ...+b+b+b + ... — c — c — c — ....= 
= -{a+a+a+...)+(b+b+b+...)-(c+c+c+)— 
= — am + bm — cm . 

Osservazione. Essendo eguali le due espressioni (a — b+c)(+m) ed 
am — bm+cm, se è data una di esse, potremo sempre sostituirvi Paîtra. 
Quando, al posto di am — bm+cm, si scrive (a — b+c){+m), si dice che 
in am — bm+cm si mette in evidenza il fattore +m comune a tutti gli 
addendi délia somma. Lo stesso si dica délie due espressioni (a — b+c)( — m) 
e — am+bm — cm ; ed in ogni altro caso in cui tutti gli addendi di una 
somma hanno un medesimo fattore. #### 

C0R0LLARI0 1°. Per moltiplicare un numéro per una somma, basta 



* Fer la legge associativa e commuta tiva dell'addizione. 
** Per la legge associativa deiraddizione. 
**» Per la regola del § 35. 

**** Sul mettere in evidenza un fattore, si tratterà più diffusamente nel capitolo: 
Divisione di un polinomio per un tnonomio. 
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moltiplicare il numéro per ciascun addendo délia somma, e poi son*- 
mare i prodotti parziali. 

Siap.e. (Jim) da moltiplicare per a—b-\-c; dico che avremo: 

(+m) (a— b+c)=+ma— mb-\-mc. 

( — m) (a— b-{-c)=-— ma-\-mb— me. 

Dimostrazione. JPel coroll. 1° § 39, il prodotto dei due numeri 
±wt ed a— b+c* è indipendente dalTordine dei fattori ; e quindi: 

(+m)(a— b+c)=(a— b+c)(+m)= pel teor. preced. 

=am—bm+cm= pel coroll. 1° § 39 
=ma— mb+mc. Analogamente si ha: 
(— m)(a— b-\-c)=(a— b-\-c){ — m)= — am-\-bm— cm=— ma-\-mb— me. 

C0R0LLARI0 2°. Per moltiplicare una somma per una somma, basta 
moltiplicare ciascun addendo délia 1* per ciascun addendo délia 2* e 
poi sommare i prodotti parziali. 

Abbiasi da moltiplicare la somma a— b— c-\-d per la somma 
m—n+p. Dico che basterà moltiplicare (secondo la regola délia mol- 
tiplicazione dei numeri con segno) ciascun addendo di a—b—c-\-d 
per ciascun addendo di m—n-\-p, e poi sommare (algebricamente) i 
risultati. Dico cioè che si avrà: (a—b — c+d)(m— n-\-p) = 
=am—bm—cm-\-dm—an-\-bn-\-cn—dn-\-ap—bp—cp-{-dp. 

Dimostrazione. Considerando a—b — c+d corne un numéro unico, 
ed m — n+p corne una somma, pel coroll. preced. avremo: 

(a— b— c-\-d) (m— n-\-p) = 

={a— b—c+d) (+m)+(a— b— c+d)(— n)+(a-b— e+d)(+p)= ** 

=am— bm— cm-{-dm — an-\-bn-\-cn—dn-\-ap — bp— cp-\-dp. 

Esempio. (4:an-Sab^-b^(ba^+b^=(+Aa^b)(+ba^+ 
+(-3a&2)(+5a2)+(_53)( + 5 a 2) + ( + 4 a 2 & )( +& 2) + (_ 3a& 2)( + 52) + 

+ (_53)(_j_2 > 2) = 20a 4 6-15a3^_5 a 253 + 4a853__3 a6 4_ & 5. *** 

RIDUZIONE DEI TERMINI SIMILI. 

51. DEFINIZIONE. Vari monomi si dicono simili se sono identici, 
o se differiscono solamente pel segno e pel coefficiente. 
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* Si osservi che a — 6-f-c è un numéro ; cioè il numéro che si ottiene quando su a 

si fa I'operazione — 6, e poi sul risultato si fa l'operazione +c. 

** Considerando ora a — b — c-\-d corne una somma, ed applicando il teorema pré- 
cédente, si ha il risultato cercato. 

*** L'allievo si abitui a scrivere immediatamente il prodotto finale, eseguendo a me- 
moria i prodotti parziali di un monomio per un monomio. In questi prodotti parziali è 
bene abituarsi a considerare per ordine prima il segno, poi il coefficiente, poi i fattori 
letterali, e poi gli esponenti. 

§ 51 
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PRODOTTI NOTEVOLI. 

» 

53. I risultati di alcune moltiplicazioni acquistano un' importanza 
particolare per l'uso fréquente che se ne fa. Bisogna quindi che Pallievo 
li sappia bene a meinoria. Ecco i principali. 

54. Qualunque siano i numeri a, b, eseguendo la moltiplicazione 
con le regole ordinarie, si trova che è: 

(a+b)(a—b) = a 2 —b 2 (1) 

Questa eguaglianza si suole ennnciare cosi: 

TEOREMA 1°. U prodotto délia somma per la differenza di due numeri 11 

è eguale alla differenza dei quadrati dei medesimi numeri. ".'jf 

Esempio 1°. (3a 2 b+2ac)(3a 2 b— 2ac) = (3a 2 b) 2 — (3ac) 2 = 

= 9a 4 &*— 4o*c 2 . < : *L 

Esempio 2». (^xy 2 +$\(^-xy 2 — b\=(^xy 2 Y—^ 2 =-Lx^y^^25. - ^ 

55. Similmente, eseguendo la moltiplicazione, si trova che è: 

(a+b) 2 = (a+b)(a+b) = a?+2ab+b* . . . . . (2) 

Quest' eguaglianza si snole ennnciare cosi : 

TEOREMA 2°. Il quadrato délia somma di due numeri è eguale al qua- 
drato dei 1°, più il doppio prodotto dei 1° pel 2°, più il quadrato dei 2°. 

Esempio P. (3a 2 bc+ 2xy 2 ) 2 = (3a 2 bc) 2 + 2{3a 2 bc)(2xy 2 ) + (2xy 2 ) 2 = 

= 9a*b*c 2 + 12a 2 bcxy 2 +4x 2 y*. 

Esempio 2°. (4ab 2 <fi+a?b) 2 = (4a& 2 c 3 ) 2 + 2{±ab 2 <?)(a*b) + {a%) 2 , = 

= 16a 2 bW+8a*bW+a Q b 2 . 

56. Similmente, eseguendo la moltiplicazione, si trova che è: 

(a— b) 2 = (a— b)(a— b) = a 2 — 2ab+V* (8) ^| 

Quest'egûaglianza si snole ennnciare cosi : 

TEOREMA 3°. Il quadrato délia differenza di due numeri è eguale al 
quadratodel 1°,meno il doppio prodotto dei 1° pel 2°, più il quadrato dei 2°.* " 

Esempio 1°. (3^—1 ) 2 = {3x 2 y) 2 —2(3x 2 y) . 1 + l 2 = 9x*y 2 —6x 2 y + 1 . 



Esempio 2°. ( 



bmn 2 p —mn ) =(5mn 2 p) 2 — 2(5m n 2 p)( -r-w» ) + 



/ 1 \2 io 1 

+ -mw =2Sm 2 n A p 2 — — -m 2 n s p+ -—m 2 n 2 . 
\o J S 9 



* La (2) e la (3) si riuniscono in uua soJa, scrivendo; (a±b) 2 =ar±2ab-\-b*. 
3 Nassô —Elementi di Calcoîo Algebrico. % 53-55 
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OAPO QUINTO. 
Divisione. 

IL QTJOTO E LE SUE PBOPRIETÀ FONDAMENTALI. 

59. DEFINIZIONL Dicesi guoto di due numeri con segno un terzo 
numéro con segno che, moltiplicato pel secondo, dia per prodotto il primo. 

Il 1° numéro si chiama dividendo, il 2° divisore. Il qnoto dei due nu- 
meri a, b, si indica scrivendo a\b od — od a | 6 , e si legge a diviso b. * 

Osservazione. Quando il quoto è scritto sotto la forma — , o 

b 

sotto la forma "/», si suole anche chiamare frazUme; ed allora il divi- 
dendo si chiama numeratore, ed il divisore denominatore. 

60. DEFINIZIONL La divisione algebrica è quell'operazione per cui, 
dati due numeri con segno, se ne trova il quoto. ** 

COROLLARIO. In ogni divisione il dividendo è il prodotto del divisore 
pel quoto. 

Ne segue che la divisione algebrica si puô anche definire cosi: 

61. DEFINIZ10NE La divisione algebrica è quell'operazione per cui, 
dato il prodotto di due numeri con segno, ed uno di essi, si trova l'altro. 

62. TEOREMA 1°. Il valore numerico del quoto è il quoto del valore 
numerico del dividendo pel valore numerico del divisore. Il segno del quoto 
è positivo, se il dividendo ed il divisore hanno egual segno ; è negativo, 
se hanno segno contrario. 

Dimostbazione. Poichô il valore numerico del prodotto (dividendo) 
è eguale al prodotto dei valori numerici dei fattori (divisore e quoto) , 
il valore numerico del quoto moltiplicato pel valore numerico del divi- 
sore, deve dare il valore numerico del dividendo ; e quindi il valore 
numerico del quoto è il quoto del valore numerico del dividendo pel 
valore numerico del divisore. 

La 2 a parte del teorema riesce évidente se si osserva che quando il 
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* *t- ed a /b si leggono anche a sopra b. Il segno : di divisione fu introdotto da 

Goffredo Quglielmo Leibniz, nato a Lipsia nel 1646, e morto in Annover nel 1716. Pare 

a 

che la notazione -r- sia di origine indiana ; essa fu introdotta in Europa da Leonardo 

da Pisa, detto Fibonacci (ftlius Bjnacii) che l'adopero nel suo Liber abaci, pubblicato 
nel 1202. 

*• Sono sinonime le espressioni dividere e trovare il quoto. 
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dividendo (prodotto) è positivo, i due fattori (divisore e quoto) devono 
avère egual segno; e che, quando il dividendo (prodotto) è negativo, i 
due fattori (divisore e quoto) devono avère segni contrari. * 

Osservazione. Si conosce più facilmente quale debba essere il segno 
del quoto servendosi délia seguente tavola: 



Moltiplicando 


Moltiplicatore 


Prodotto 


+ 


+ 


+ 


+ 


— 








— 


+ 





+ 


'• 


Qnoto 


Divisore 


Dividendo 



Osservando le intitolazioni superiori, si hanno i segni del moltipli- 
cando, del moltiplicatore e del prodotto. Osservando le intitolazioni in* 
feriori, si hanno i segni del dividendo, del divisore e del quoto. 

C0R0LLARI0 1°. Cambiando il segno al dividendo ed al divisore, il 
quoto non cambia ne il valore numerico né il segno. 

DlMOSTBAZiONE. Il valore numerico del quoto non cambia, perché 
esso dépende solamente dal valore numerico del dividendo e del divisore, 
e non dal loro segno. 

Il segno del quoto non cambia, corne si ricava confrontando fra loro 
la l a e la 2 a riga, e poi la 3 a e la 4 a riga délia tavola précédente. 

C0R0LLARI0 2°. Cambiando il segno al solo dividendo od al solo 
divisore, il quoto non cambia il valore numerico, ma cambia il segno. 

DlMOSTBAZiONE. Pel valore numerico, corne nel coroll. preced. 

Pel segno, si osservi che se il dividendo ed il divisore prima ave- 
vano egual segno, dopo avranno segno contrario ; e, se prima avevano 
segno contrario, dopo avranno egual segno. Dunque, in ogni caso, il segno 
del quoto cambia. 

C0R0LLARI0 3°. Il quoto di due numeri con segno non cambia se 
il dividendo ed il divisore si moltiplicano o si dividono entrambi per 
un medesfmo numéro diverso da zéro. 

DlMOSTBAZiONE. Il valore numerico del quoto non cambia, 



* Rappresentando con a il valore numerico del dividendo, e con b il valore numerico 

G 

del divisore che supponiamo diverso da zéro, e con — - il valore numerico del quoto, il 
teorema si pub esprimere brevemente cosi: 

(+«):(+&) ossia q^= + yî (+«):(—&) ossia ^ = — y; 

(— «):(— b) ossia ZIl = +T ; (— °) : (+ & ) ossia Zj^ — — J" 

8 62 



perché (pel teor. preced.) esso è il quoto dol valore nun 
videndû pel valore nnmerico del divisore ; e sappiamo A&WA 
il quoto di due immeri non cambia se si moltiplica o si d 
dendo ed il divisore per un medesïmo numéro diverse da : 

Il set/no del quoto non cambia, perché se si moltipli 
il dividendo ed il divisore pel medesimo numéro diverso 
conservano en tram bi il loro aegno, o lo mntano entrambi 
nell'altro caso il segno del quoto non cambia. 

Osservazhne 1". Quando il dividendo è zéro, ed il divis- 
da zéro, il quoto è zéro, Infatti : il dividendo e il prodotto d> 
quoto. Ora, pel coroll. 2° g 39, affinchè un prodotto sia zéro, ( 
sufficiente che sia zéro uno dei fattori. Nel caso nostro un fatto) 
diverso da zéro ;dnnqnedeve essere zéro l'altrofattore (quoto). 

per ogni valore positivo o negativo, ma non nullo, di m, avi 

Osservazhne 2". Quando il dividendo è diverso da zet 
sore è zéro, il quoto non existe. Infatti: se esistesse, dovre 
numéro che moltiplicato pel divisore, che è zéro, dia per pn 
mero (dividendo) diverso da zéro' Ma cio non puo essere 
coroll. 2° § 39, se uno dei fattori è zéro, il prodotto è zéro. I 

Osservazhne 3". Quando il dividendo ed il divisore s 
quoto è indeterminato. Infatti: ogni numéro puo essore quoti 
numéro moltiplicato per zéro (divisore) dà per prodotto zen 

Osservazhne 4". Sarà sottinteso che, in ogni divisk 
remo che il divisore sia diverso da zéro, Ne segue che ; 
contiene numeri rappresentati con lettere, sottintenderemo s 
dalla nostra considerazione qnei valori délie lettere pei qm 
diventa zéro. 

63. TEOREMA 2°. Per dividere il prodotto di più numt 
per il prodotto di alcuni di essi, basta sopprimere nel divid 
del divisore. 

Sia p.e. da dividere il prodotto àbede pel prodotto bà 
quota sarà ace. Avrô dimostrato che ace è il vero quoto 
che, moltiplicato pel divisore bd, dà per prodotto il divït 



' ()u Jsiasi numéro, per grands che sia, non è niai eosl grands che, : 
zéro, possa J«r un prodotto diverso dazero;e quindi qualsiasi numéro si j 
è sempre troppo piceulo. Si suole asprimera cio dicendo che il quoto è 

nito si scrive <o). Avremo quindi, per ogni valore di m diverso da ze 
Si osserri cbe, dicendo infinité, non si vuol dire cbe il quoto è un ni 
infinitamente grande, percha cio sarebbe amurdo. 11 primo ad adoperare 
indicara infiailo ta il matematico inglese Giovanni Wallis (uato in Aah 
morto a Londra nel 1703) nel suo Traciatui de sectionîbus conicis pubh 
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DimostrAZIONE. Per lalegge associativa e commutativa délia mol- 
tiplicazione (coroll. 1° § 39) abbiamo: (ace)(bd) = acebd = àbcde* 
Dunque: ace è veramente il quoto di àbcde per bd. 

C0R0LLARI0. Il quoto di due potenze délia medesima base, quando la 
differenza fra l'esponente del dividendo e quello del divisore è maggiore 
deH'unità, è una potenza délia medesima base, avente per esponente la 
differenza fra l 'esponente del dividendo e quello del divisore. * 

Sia p.e. m— w>l; dico che sarà: a m la n = a m — n . 
DIMOSTRAZIONE. Abbiamo per definizione (§ 41) : 

a m la n = (a.a.a »w««)I(«.a-« * «*>««)• 

E sopprimendo nel dividendo gli n fattori del divisore, si avrà per quoto 

aaa m -nw>ue> ossia a m ~ n . Dunque: a m la n = a m - n . 

Osservazione. Per definizione (§ 59) il quoto di due numeri a, b, è ^- 

Se a, b sono monomi aventi fattori comuni, (pel coroll. 3° § 62) potremo 
dividere il dividendo ed il divisore per questi fattori comuni, ed otter- 
remo il quoto sotto forma più semplice. 

Esempio 1°. Per la definiz. § 59, il quoto di +12a 2 ww per — 15a 3 mp è 

+12a 2 iww 12a?inn 

• ^ik 3 = — T=-g Mettiamo inevidenza tutti i fattori che sono 

comuni al dividendo ed al divisore. À tal fine scomponiamo i coefficient! nei 
loro fattori primi ; e, poichè nel dividendo vi è a 2 e nel divisore a 3 , scriveremo 

, „. . 9 , . ,. ~ , - 12a?mn 2 2 .3.a 2 »w 
nel divisore a 2 a al posto di a 3 , ed avremo — 15 3 = — i~5^ * 

I fattori 3, a 2 , m sono comuni al dividendo ed al divisore. Dividiamo 
adunque il dividendo ed il divisore pel prodotto Sahn (ossia sopprimiamo 
nel dividendo e nel divisore i fattori comuni 3, a 2 , m) , ed avremo : 

2 2 .3.a 2 mn _ (2 2 .3.a 2 mn):(3a 2 w) 2% An ## 

~~ 3.5.a 2 .amp ~~~~ (3.5.a 2 am#):(3a 2 m) ~~ 5ap~~~" hap ' 

— 6a 5 &*c 6a?fêc 

Esempio 2°. H quoto di —§a ù Ific per+3a 3 & 2 è , q 3 io = — Q a 3i& ' 



* È sottinteso che m, w, sono numeri interi, positivi. Si è poi messala restrizione 
m — »>1 perché, secondo la definizione data di potenza (§ 41), l'esponente deve, in ogni 
caso, essere intero, positivo, maggiore di 1. 

** £ utile abituarsi a far sempre queste semplificazioni al quoto, ed a farle a me- 
tnoria, scriyendo immediatamente il risultato finale. 
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, ., 6a 5 & a c 2.3.a 3 
Operando coiue nell es. preced., siha:— „. â — q-j 

(2.3.a3g^c):(3a3f l g) 2n*c 

~ (3a^):(3a^) _ 1 ~ * C " 

Esempio 3°. D quoto di -f 3o s 6c per -}-15a s bc3 è +-p- 

Operando corne negli esempi précèdent! , si ha: 

3« a 6c • 3a g oc (3fl>6c)j(3gg&c) 

+ 15«sbc3 _+ 3.5.o%\c* _ ~ l ~(3.5.a*ôe.c*):(3a*&c) ™" 

64. DEFINIZIONE 1". Un monomio si dice intero se non v 
alcuna divisione. 

DEFINIZIONE 2». Un monomio intero si dice divisiàile p 
monomio intero, se il quoto del 1° pel 2° à un monomio inten 

COROLLARIO. Affincliè un monomio intero sia divîsibile | 
monomio intero, e necessario e sufficiente che nel dividendi 
tutti i fattori del divisore. " 

Bimostbazione. Como si vcde daglî esempi précédée 
il quoto sia un monomio intero, à necessario a sufficiente 
mendo i fattori comnni al dividende ed al divisore, il divis 
l'unità; ed affinchè cio succéda, è necessario e sufficiente 
videndo si troyino tutti i fattori del divisore. 

65. Poiciiè, corne risulta dalTesempio 2° g 63, il quoto i: 
monomi interi si ottiene sopprimendo nel dividendo i fattori i 
il divisore, avremo la fleguente regola: 

REGOLA. 1°. Il quota intero di duo monomi intori è pi 
dividendo ed il divisore hanno egual segno ; è negaiivo, se h 
contrario. (Per la Fyarte del teor. 1" §62/ 



•GioiaoistrisiS tLo ]'iBj.ressione, (i tapprimt un futtaie di un pivdi 
alibleristo ptrdira: fi dUidt unprodotto per un MO fallait dttidendo 
per se etisto; ed il quota, che i l'unilà, non si icrite. Se, ui) lare la sein, 
pra indien la, il di» ÏKie dhibta 1, qin.kt'1 si puù topprlmirf, tcito tifttei 
se è il ditidtndo the divtnta 1 (cime è nill'es. 3°J, ouest'l ntu'si puù sojpi 

" L'fcnuntialo del coioll. si suolc isprinitre più diffus ameuto colla big 

REGOLA. Affinchè un monomio intero sia divîsibile per un altro 
teio. è necessario e sufficiente: I" Ct.e il coefficients del dividendo 
pel coefficient» del divisore; S" Che il divîdenco contenga tutti i fm 
del divisore; 3° Che ciascun fattore letterale atbia nel dividendo t 
non inferioro a quel/a che esso ha nel divisore. 

Sovtntû ai auole tou&idei ara aiicora tome iiituiu un niononiio che lùï 
sulamentû il et effli.it nie; ed allcia ai at périme la piima caudizione. 

In queata ipotesi — 5a'6c*d' sarcbbo diiitiLila par +labtlF, ad il q 
_5îHi 3 _ ! *c , d 6 



40 

2°. Il coefficiente del quoto è /'/ quoto del coefficiente del dividende 
pel coefficiente del divisore. (Perché si ottiene sopprimendo, nel coeffi- 
ciente del dividendo, i fattori che formano il coefficiente del divisore). 

3°. Se un fattore letterale si trova nel dividendo e nel divisore 
col medesimo esponente, non si trova più nel quoto. (Perche viene 
soppresso). 

4°. Se un fattore letterale si trova nel dividendo e non nel] di- 
visore, si troverà nel quoto col proprio esponente inalterato. 

5°. Se un fattore letterale si trova nel dividendo e nel divisore con 
esponenti diversi, si troverà nel quoto con un esponente eguale alla 
differenza fra l' esponente che esso ha nel dividendo e quello che ha 
nel divisore. (Poichè se un fattore si trova m volte nel dividendo, ed 
n volte nel divisore, nel quoto si troverà m — n volte). 



MASSIMO COMUN DIVISORE 
E MINIMO COMUN MULTIPLO DEI MONOMI. 

66. DEFINIZIONE. Un monomio intero che divida più altri monomi 
interi, si chiama loro divisore comune. 

Un monomio intero chiamasi Massimo Comun Divisore di più monomi 
interi (e si scrive M.C.D.) se: 1° Ha per coefficiente il massimo co- 
mun divisore dei coefficienti dei monomi dati; 2° Conticne tutti e soli 
i fattori letterali comuni a tutti i monomi dati ; 3° Ciascun suo fat- 
tore ha per esponente il minimo esponente che il fattore stesso ha nei 
monomi dati. 

67. DEFINIZIONE. Un monomio intero che sia divisibile per vari 
altri monomi interi, si chiâma loro multiple comune. 

Un monomio intero chiamasi Minimo Comun Multiplo di più mo- 
nomi interi, (e si scrive m. cm.) se : 1° Ha per coefficiente il minimo 
comun multiplo dei coefficienti dei monomi dati; 2° Ha tutti e soli i fat- 
tori letterali che si trovano in qualcuno dei monomi dati ; 3° Ciascun 
suo fattore letterale ha per esponente il massimo esponente che il fattore 
stesso ha nei monomi dati. * 

Esempio 1°. Dei monomi 12aW, -4a&V, +10a 4 6 3 c 2 , il M.C.D, 
è 2aV*c 2 ; ed il m.c.m. è 60a 5 & 3 c 5 > 

Esempio 2°. Dei monomi 5a 2 & 3 a%*, —GaW, 15a 2 a% 2 , 10ab*xy* y 
il M. C. D. è ax; ed il m.c.m. è 30a 3 fc 4 a% 4 . 



* E évidente l'analogia che csistc fra queste due definizioni e le regole del l'Ari taie tica 
per trovare il M.C.D. ed il m.c.m. di più uumeri interi scomposti in fattori primi. 
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68. TEOREMA. Por dividere un polii 
dividere ciascun termine del polinomio p 
quoti ottenuti. 

Si abbla p.e. il polinomio a—b+c — i 
oasia dividere (seconda la regola délia d 
termine del polinomio per m (si ottiene risj 
T- %); c poi aommare (algébrkamente 
avremo : 

(a—b+c—d):m = - — : 
DimostrazionE. Awô dimostrato c 

mente il qnoto cercato, se dimostro che, i 
si otttene per prodotto il dividendo a — b- 
Pel teor. § 50, abbiatno: 



Analogamente si dimostra : 

(a-b+c~d):(-m)=-~ 

Esempio 1°. (XZaW'x— Saïb^+lfa 
<= (12« 3 i>V) : (— 4a E (t%) + (— 8aW) : f - 
+(16(^6V):C— iaWx)= - 3a& 3 '+2i»V 

Esempio 2°. (ZlxtygS—VZtëyty—X 
=(Ux^ g?) : (Zxyg) + ( - 12gtyV) : (Zxj/i 
+ (Zxyg) : {Zxyg) = %xhpg—ixy*B*—tyg*- 

68. DEFINIZIONE. Un polinomio inl 
monomio intoro, se esiste un polinomio i 
nomio, dia per prodotto il polinomio. 

Dal toorema précédente segoe iminodii 

■ Ferchè, pel eoroltario flol g GO, si ha ; -^">= 




11 ■ ■ ■ 9mmmm^^^^^^^^m 
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OAPO SESTO. 



Délie Equazioni in générale. 



PRINCIPAL!. PROPEIETÀ DELLE EGUÀGLIÀNZE. 

71. 



1° Se è a=b 9 sarà a+m=b-\-m g 5° Se è a+m=b-\-m, sarà a=6 

2° Se ô a=b, sarà a — w=6— m ? 6° Se è a — m=b — m, sarà a=6 

3° Se è a=6, sarà aym=bYjn .§ 7° Se è aX*»=6Xw, sarà a=6 

4° Se è a=b, sarà a : m=b : m 8° Se è a : m=6 : m, sarà a=6 

9° Se ô a-a' e 6=6', sarà a+6=a'+6' 
10° Se è a=a' e 6=6', sarà a—b=a'—V 
11° Se è a=a' e 6=6', sarà aX6=a'X&' 
12° Se è a=a' e 6=6', sarà a : b=a' : 6' 

E viceversa: 

13° Se è a+b=a'+V ed a=a', sarà 6=6' 
14° Se è a—b=a'—b' ed a=a', sarà 6=6' 
15° Se è aX1>=a'XV ed a=a', sarà 6=6' 
16° Se ô a : b=a' : 6' ed a=a', sarà 6=6' 

Osservazione. È sottinteso che, nel 4°, 7°, ed 8° caso, m deve 
essere diverso da zéro: e che devono essere diversi da zéro 6, 6' nel 
12° caso; a, a' nel 15° caso; a, a r , b, V nel 16° caso. 

Queste propriété si sogliono esprimere cosi: 

72. TEOREMA 1°. Se due numeri sono eguali, aumentati (o dimi- 
nuiti) del medesimo numéro, danno risultati eguali. E reciprocamente : 

Se due numeri aumentati (o diminuiti) del medesimo numéro danno 
risultati eguali, essi sono eguali. 

TEOREMA 2°. Se due numeri sono eguali, moltiplicati (o divisi) 
pel medesimo numéro diverso da zéro, danno risultati eguali. E reci- 
procamente : 

Se due numeri moltiplicati (o divisi) pel medesimo numéro diverso 
da zéro danno risultati eguali, essi sono eguali. 

TEOREMA 3°. Sommando (o sottraendo) a membro a membro due 
eguaglianze, si ottiene ancora un'eguaglianza. 

§ 71-72 
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In quèst* equazione sono teïmininoti +2bc, +7m,- — &; scferô ter- 
mini încogniti, gli altri. 

75. DEFINIZIONE. Due equazioni si dicono équivalent! se hannb 
le medesime radici. 

Esempio. Le due equazioni 3#+2 = 28 e 15#+10 = 115, le quali 
ammettono tutte e due l'unica radice %=7, sono equivalenti. 

REGOLA. Per dimostrare che due equazioni sono equivalenti, bi- 
sognerà dimostrare che hanno le medesime radici; ossia che la 1 a ha 
tutte le radici délia 2 a , e la 2 a ha tutte le radici délia 1 a . * 

È évidente che: 

Due equazioni equivalenti ad una terza sôno equivalenti fra loro. 

76. Data un'equazione qualsiasi, non si puô scorgere, a prima vista, 
quali sono le due radici. Perd se noi sapessimo trovare un'altra equa- 
zione équivalente alla proposta, è évidente che sarebbe indifférente fare 
la ricerca délie radici nell'una o nell'altra délie due equazioni; ossia ri- 
solvere l'una piuttosto che Taltra délie due equazioni equivalenti. Se la 
2* equazione è più facile a risolversi, noi avremo, se non risolto, cer- 
tamente semplificato il problema. Se poi sapremo trovare una 3 a equa- 
zione équivalente alla 2* (epperciô anche équivalente alla l a ) e più fa- 
cile a risolversi, noi avremo maggiormente semplificato il problema. 

E se, proseguendo per questa via, arriveremo finalmente ad un'e- 
quazione équivalente alla prima, e tanto semplice che in essa si scor- 
gano immediatamente le radici, noi avremo risolta r equazione data. 

Questo è appunto il metodo che seguiremo nella risoluzione délie 
equazioni. 

PROPRIETl fondamentali delle equazioni. 

77. I due membri d'una equazione sono, in générale, due polinomi. 
Per brevità rappresenteremo il 1° membro con A, ed il secopdo con B ; 
cosicchè un'equazione qualsiasi si sappresenterà brevemente con A = B. 

Esempio. Se rappresentiamo Tequazione 5x+2y — 2 = 7xy+3 con 
A = B, sarà: A = 5x+2y—2, e B~7xy+S. 

78. TEOREMA 1°. Se ai due membri d'una equazione si ag- 
giunge il medesimo numéro, si ottiene una nuova equazione équivalente 
alla prima, ** 



* È da notare che, affinchè due equazioni siano equivalenti, non è sufficiente che 
tutte le radici délia l a siano anche radici délia 2 a ; ma è anche necessariô che tutte le 
radici délia 2 a siano radici délia l a . Cosi p.e. l'equazione 2x— 3=7 e la x>— 9«+20=0 
non sono equivalenti, perche la l a equazione ha la sola radice #=5, mentre la 2 a ha 
le due radici a;=5 ed x=4. 

** I teoremi ed i corollari di questo capitolo ci danno i mezzi per ricavare da una 
equazione altre equazioni ad essa equivalenti. 

§ 7548 
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Sia p.e. V equazione A=B , ed M un numéro qualsiasL Ag- 
giungendo 3£ ai due membri di A=B , ottengo A-\-M=B-\-M; ed 
aggiungendo —M ai due membri di A=B, ottengo A—M—B—M. 
Dico che A-\-M=B-\-M ed A—M=B—M sono equivalenti ad 
A=B. 

DiMOSTEAZlONB. Pelteor. 1° § 72, se è A=B, sarà A±.M=B±.M; 
e viceversa, se è A±M=BizM, sarà A=B. Dunque i valori délie in- 
cognito che rendono A=B, renderanno A+zM=BlzM ; e quelli che 
rendono A±.M=B+M, renderanno A=B. Ossia: tutte le radici di 
A=B sono radici di A+zM=B+zM ; e tutte le radici di A±.M=B±M 
sono radici di A=B. Dunque A=B ed A±M=B±:M sono equiva- 
lenti. * 

C0R0LLARI0 1°. Sopprimendo un termine che si trovi nei due 
membri d'una equazione, si ottiene una nuova equazione équivalente 
alla prima. 

Esempio. L'equazione 5# 2 +2#— 3=4#+5#-+5 è équivalente al- 
Fequazione 2x — 3 = 4# +5. 

Infatti la 2 a si puè ricavare dalla l a aggiungendo — hx % ai due 
membri délia l a ; poichè, cosl facendo, si ottiene: 

5* 2 +2s-3-5tf 2 = 4a+5;z 2 +5-5£ 2 ; 

e, per la legge associativa dell'addizione (Coroll. 2° § 30), 

2a-3+(5a£-5# 2 ) = 4#+5+(5^-5:r 2 ) ; ossia 
2#-3+0 = 4£+5+0; ossia 2#-3 =4#+5. 

C0R0LLARI0 2°. In un' equazione si puo trasportare un termine da 
un membro all'altro cambiandogli il segno. ** 

Esempio 1°. Se, nell'equazione Ixy+hx — 2=% — 3+4#, si sop- 
prime +4# nel 2° membro, e si scrive — 4x nel 1° membro, si ottiene 
Tequazione équivalente Ixy+hx — 2— 4# = 8# — 3. 

Infatti la 2 a si puô ricavare dalla l a , aggiungendo — ix ai due membri 
délia J a . 

Esempio 2°. Se neirequazione 7#+2=. — 3^+4, si sopprime — Sx 
nel 2° membro, e si scrive +3x nel 1° membro, si ottiene Tequazione 



* È sottinteso che M non ha la forma »/ 0l ne la forma %; e che non prende mai 
tali forme pei valori che noi attribuiromo aile letoere od aile incognito che esso contiene. 

Esempio : Se fosse M= -, oppure M= — ±—, sarebbe sottinteso che noi non 

a— 3 a— o 

daremmo ad a il valore a = 3 nel 1° caso, ed il valore a = b nel 2° caso. Similmente, se 

fosse M= * "* ' , sarebbe sottinteso che noi escluderemmo dalle nostre considerazioni 

il valore x = — 4. 

** L'espressione si pub sijrnifica che, co3i facendo , si ottiene un' equazione équiva- 
lente ail 7 equazione primitiva. 

§ 78 
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équivalente 7x+2-\-3x = 4. Infatti : la 2 a si puô ottenere dalla l a ag- 
giungendo -\-Sx ai due membri délia l a . 

C0R0LLARI0 3°. In un' equazione si possono trasportare tutti i ter- 
mini nel primo membro. 

Esempio. Si abbia p.e. F equazione 3# 2 — 5=4r«/+#— 1. 
Aggiungendo ad ambii membri — éxy— #+1, e facendo poi la ri- 
duzione dei termini simili, si ottiene: 

Sx 2 — 5— 4xy— x+l=4:xy-\-x — 1— éxy — x+1; ossia 
3a; 2 — 5 — lxy—x+l=0; ossia Sx 2 — ixy— x— 4=0. 

E quest' equazione è équivalente alla proposta. 

In questo caso, si suole dire che l' equazione data è stata ridotta a zéro. * 

È évidente la seguente proposizione : 

Cambiando di posto i due membri d' una equazione, si ottiene una 
equazione équivalente alla prima. 

Ossia sono equivaienti le due equazioni A = B e B = A. Infatti: 
Dire che A è eguale a B, è lo stesso che dire che B è egudle ad A. 

79. TEOREMA 2°. Se i due membri d'una equazione si moltipli- 
cano o si dividono per un medesimo numéro diverso da zéro, si ot- 
tiene una nuova equazione équivalente alla prima. ** 

Dimosteazione. Sia p.e. V equazione A=B, e sia M un nu- 
méro diverso da zéro; dico che V equazione AM=BM è équivalente 
alla A=B, e che V equazione A:M~B:M è équivalente alla A = B. 

1° Caso. AM=BM è équivalente ad A = B. 

Pel teor. 2° § 72, se è A=B, sarà AM=BM ; e se è AM=BM, 
sarà A=B. Dunque i valori délie incognite che rendono A=B rende- 
ranno AM = BM; e quelli che rendono AM =BM renderanno A=B. 
Ossia tutte le radici di A=B sono anche radici di AM=BM, e tutte 
le radici di AM=BM sono anche radici di A=B. Ne segue che A=B 
ed AM=BM sono equivaienti. 

2° Caso. A:M = B:M è équivalente alla A = B. 
Si dimostra corne nel 1° Caso. 

Esempio 1°. Moltiplicando ambi i membri (ossia tutti i termini ***) 



* n primo esempio di equazioni ridotte a zéro l'abbiamo neWArUJimetica intégra 
di Michèle Stifel, édita a Nûmbsrg nel 1544. 11 ridurre a zéro le equazioni giovô a 
scoprire moite ed importantissime proprietà délie radici délie equazioni. 

** Se il numéro M è scritio sotto forma di espressione algebrica contenente délie 
lettere, volondo noi che M sia diverso da zéro, escluderemo dalla nostra considerazione 
quei valori del'e lettere che renlono 3f=0. 

*•• Perche per moltiplicare un polinomio por un numéro si moltiplicano tutti i ter- 
mini dôl polinomio per questo numéro. 

§ 79 
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hx 7 Sx 9 
deU'equazione — + — = - > — per 2a, (sttpposto che sia a^O) si ot- 

ud uQt u(l £0/ 

tiene l'equazione équivalente 5#+7=3# — 9. 

Esempio 2°. Dividende* per 5 ambi i membri dell' equazione 
5a;+25 = 20fl — 10, si ottiene l'equazione équivalente x+5 = éx — 2.* 

C0R0LLARI0. Cambiando il segno a tutti i termini d' una equazione, 
si ottiene una nuova equazione équivalente alla prima. 

Esempio. L'equazione — 7x+S = — 5 — 6x ô équivalente air equa- 
zione 7x — 3=5+6#. Infatti la 2 a si ottiene dalla 1* moltiplicandone 
ambi i membri (ossia tutti i termini) per — 1. ** 

Osservazione. Non accade mai che i due membri d'una equazione 
si moltiplichino o si dividano esplicitamente per zéro. Ma ciô pu6 av- 
venire inconsciamente quando si moltiplicano o si dividono ambi i membri 
per una espressione algebrica M contenente lettere, aile quali poi si 
danno valori tali che rendano M = 0. Ciô accadrebbe p.e. se si molti- 
plicassero o si dividessero ambi i membri d'una equazione per 3(o — &), o 
per a — 2c, e poi si ponesse, nel 1° caso, a = &, e nel 2°, a=2c. 

80. Il teor. 2° § 79 ci. dà il mezzo di ricavare da un' equazione, 
avente termini frazionari, un' altra equazione équivalente alla data, e 
priva di termini frazionari ; o corne si suol dire, per liber are /'equa- 
zione dai denominatori. Basta infatti moltiplicare ambi i membri (ossia 
tutti i termini dell' equazione) per un multiple qualsiasi dei divisori ; 
perché allora ogni termine frazionario verra ad essere moltiplicato pel 
proprio divisore, e quindi darà per prodotto il dividendo; come si puô 
vedere nel seguente esempio: < 

Esempio. Si lïberi dai denominatori V equazione: 

x 2x „ 9x 4 , x 

Moltiplicando ambi i membri (ossia tutti i termini) dell' equazione 
pel prodotto 3.5*2.7 dei denominatori, si ottiene T equazione équivalente : 

^-.3.5.2.7+^.3.5.2.7—6.3.5.2.7= ^.3.5.2.7+ i-.3.5.2.7. 

Poichè, pel coroll. § 60, si ha : —.3 = x, avremo : 

o 

3 






* Questo teorema ci fa conoscere cLo si pub supprimera un fattore di verso da zoro 
che sia comune a tutti i termini d' una equazione. Si ottiene cosi una nuova equa- 
zione équivalente alla prima, e, sovente, più facile a risolversi. (E conveniente abituarsi 
a far questa soppressione in ogni caso). 

** Ciô si suol fare quando il primo termine è. négative 
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Per la legge commutativa délia moltiplicaziorie (coroll. 1° § 39) e 
pel coroll. del § 60, si avrà: 

5 5 

^.3.5.2.7= —.2.3.5.7 = 9a?.3.5.7. 

2 2 

4.3.5.2.7= 4--7.3.5.2= 4.3.5.2. 

7 7 
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Cosicchè l'equazione prenderà la forma: 
a?.5.2.7+2a?.3.2.7— 6.3.5.2.7=9z.3.5.7+4.3.5.2 . . . . . 
ossia 70a; +84#— 1260 = 945#+ 120. 

Quest'equazione è équivalente all'equazione data, e non ha più de- 
nominatori. 

Confrontando le due equazioni equivalenti («), (?), se ne ricava im- 
mediatamente la seguente regola: 

REGOLA PER LIBER ARE UN'EQUAZIONE DAI DENOMINATORI. 

Per liberare un'equazione dai denominaiori, basta sopprimere 
tutti i denominaiori, e moltiplicare ciascun termine dell' equazione 
pel prodotto di tutti gli a/tri denominatori. * 

Osservazione 1 a . I termini interi si devono moltiplicare pel prodotto 
di tutti i denominatori. 

Osservazione 2 a . È più comodo (quando lo si sa trovare facilmente) 
moltiplicare tutti i termini pel m.c.m. dei denominatori. Ad ogni modo, 
ô sempre utile far uso del più piccolo fra i multipli comuni che si pos- 
sono facilmente trovare. In questo caso, la regola si puô enunciare cosi : 

Regola. Per liberare uriequazione dai denominatori, basta soppri- 
mere tutti i denominatori, e moltiplicare ciascun termine delVequa- 
zione* pel quota che si ottiene dividendo il multiplo comune a tutti 
i denominatori pel denominatore corrispondente, ** 



* Siamo ora in grado di dare l'etimologia dclla paroi a Algebra. Il più antico 
libro che porti questo titolo è di Muhanimed ibn Mûsâ, Alchwarizmî, se rit tore arabe, 
nato nella provincia di Chwarizm, verso il 759 dell'Era Volgare, ed ha per titolo 
Al-dschébr wa'l-mukâbala. La parola al è un articolo, Dschebr (che fu tradotto let- 
teralmente in latino per restauratio) significa accomodare una rottura, ed è il nome 
che gli Ârabi diedero a quel la operazione, la quale consiste nel liberare l'equazione 
dalle frazioni, cioè dalle rotture. Mulcâbala (che fu tradotto in latino per oppositio) 
signifiai mettere a confronte, ed è il nome che gli Arabi diedero a quel! 'operazione, 
la quale consiste nel cercare (mettere in evidenza, mettere a confronto) i termini 
eguali che si troxano in ciascuno dei due membri d'un a equazione, per sopprimerli. 
Muhammed diede questo titolo al libro, perché il libro era destinato, in modo spéciale, 
alla' risoluzione délie equazioni. In seguito, i libri che trattavano délie equazioni fu- 
rono, dai latini, intitolati Scientia r estaurati on i s et oppositionis, ed anche De algebra 
et almucabala: influe si adoperb solo la prima parte, e si iutitolaiono semplicemente 
Algebra. 

** I termini interi si possono considerare corne termini frazionari aventi per de- 
nominatore l'uni ta positiva. 
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OAPO SETTIMO. 
Equazionl dl 1° grado ad un' incognita. 




RISOLUZIONE DELL' EQUAZIONE DI 1° GRADO 

AD UN ? INCOGNITA. 

81. DEFINIZIONL Un' equazione ad una sola incognita si dice di 
primo grado se contiene solamente termini in cui l' incognita ha 
l'esponente 1, e termini noti. ** 

Sia data un' equazione qualunque di 1° grado ad una incognita ; e 
sia p.e. a l' incognita. Si potrà sempre : 1° raccogliere nel primo membro 
tutti i termini incognito, e nel secondo tutti i termini noti; 2° Mettere in 
evidenza il fattore a comune a tutti i termini del primo membro, il quale 
(se a è la somma algebrica dei coefficient delT incognita) prenderà la 
forma ax; 3° Indicare con b il secondo membro, il quale è composto 
di soli termini noti. Si vede allora che ogni equazione di 1° grado ad una 
incognita potrà assumere la forma ax = b. *** 

Se a è diverso da zéro, potremo dividere per a ambi i membri délia 

b 
ax = b, ed otterremo (teor. 2° es. 2° § 79) l'equazione équivalente a= — 

la quale ci dà direttamente il valore deirincognita. La x = — si chiama 

la formola di risoluzione dell' equazione ax=b, perché indica quale 
operazione conviene fare sopra a e & per risolvere la ax = b. 

- . a . . 7 ,, . 2a+3 Sx 5 #+35 
Esempio. Si risolva l equazione — -= — =— a i—_ # 

r 2 5 4 10 

Moltiplicandone (teor. 2° § 79) ambi i membri per 2.2.5, che è il 
m. cm. dei divisori, si ha: 

^±5.2.2.5—^.2.2.5 = 4^.2.2.5— ^±^.2.2.5, ossia 
2 5 4 10 

(2a + 3). 2.5— 3a.2.2 = 5a.5— (a-f-15).2, ossia 
(2a+3).10— 12a = 25a— (a+15).2, ossia 
20a+30— 12a = 25a— 2a— 30. 



* Il più antico documente contcnente la risoluzione délie equazioni di 1° grado ad 
un 1 incognita è un papiro egiziano scritto da Àhmes in un 1 epoca incerta, perd corn* 
presa fra il 2000 ed il 1700 prima dell'Era Cristiana. In questo papiro, il segno dei- 
l'cguaglianza ô k^. 

Si ricordi la nota al § 47. 

Cambiando, se occorre, il segno (coroll. § 79) a tutti i termini délia ax = b, 
possiamo far si che a sia sompre positivo ; b, poi, pub essere positivo o négative 
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E trasportando (coroll. 2° § 78) i termini incogniti nel 1° membre, < 
ed i termini noti nel 2°, si lia : 20a? — 12# — 25#+2# = — 30 — 30, ossia * ; 
— lhx = — 60. E cambiando il segno (coroll. § 79) ai due membri, si \ 

ottiene 15# = 60, da cui x = — = 4. 

82. DalPesempio précédente si ricava facilmente la regola: * 

REGOLA FER RISOLVERE UN'EQUAZIONE DI P GRADO AD UNA 
INCOGNITA. 

1°. Si libéra J'equazione dai denominatori 

2°. Si to/gono le parentes/, eseguendo tutte le operazioni indicate. 

3°. Si trasportano nel 1° membro tuiti i termini incogniti, e nel 
2° membro tutti i termini noti. 

4°. Si fa 1a riduzione dei termini simili, raccogliendo in un solo 
termine tutti i termini contenenti l'incognita; e si cambia il segno 
a tutti i termini, se il coefficiente dell 'incognito è négative 

5°, Si dividono ambi i membri pel coefficiente delï incognito. * 



?W 



(••«S 






•v V?7' 






••n .* 



>;*^a 






■/*fl 



DISCUSSIONE DELLA FORMULA DI RISOLTJZIONE 
DELL'EQUAZIONE DI 1° GRADO AD UNA INCOGNITA. 
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83. Âbbiaino già visto (§ 81) che ogni eqnazione di 1° grado ad 
un'incognita si puô scrivere sotto la forma ax = 5,ove a, b sono interi; 

e che la formola di risoluzione ô x= — ; inoltre a si puô sempre 

supporre positivo, e b puô essere positivo o negativo. 

Esaminiamo ora sotto quali forme si puô presentare il valore di x. 

a diverso da zéro 

b diverso da zéro 
nario, secondochè b è divisibile o non ô divisibile per a. Sarà positivo, 
se b ô positivo ; sarà negativo, se & è negativo. 



1° CASO. 



. Il valore di x sarà intero o frazio- 



2o CASO. 



a diverso da zéro 
b eguale a zéro 



. La formola di risoluzione dà x = 







a 







o, corne si suole scrivere, (ponendo a = m) x = — . In questo caso, 



m 



Pequazione ha la forma ax = 0. Ora ô évidente che solo il valore x = 
puô soddisfare quest'equazione, la quale avrà la sola soluzione x — 0. ** 



* E évidente che non sono sempre necessarie, in ogni caso, tutte queste operazioni : 
né è sempre conveniente eseguirle proprio nelTordine con cui sono indicate nella Regola. 

** Sappiamo infatti (coroll. 2° § 39> che, affine h è un prodotto si&zero, è necessario 
e suffîeiente che sia zéro uno dei fattori. Ora a è diverso da zéro; dunque dovendo 
essere ax = Q, dovrà essere # = 0. 
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3° CASO. \ , ' ? . .La formola di risoluzione dà x =-— -„ 

( b diverso da zéro 

o, corne si suole scrivere, (ponendo b = m) #=-~-. In questocaso, l'e- 

quazione ha la forma O.x = b. Ora è évidente che, essendo b diverso 
da zéro,' non esiste alcun numéro che moltiplicato per zéro, dia per ri- 
sultato b. Dunque il risultato x= — significa che non vi è alcun nu- 
méro che verifichi l'equazione. Ciô si suole esprimere dicendo : 
H risultato x= -r- è indizio di impossibilité. 

a equa/e a zéro O 

, . .11 valore di x prende la.forma x= -=-. 

b eguale a zéro r O 

In questo caso, l'equazione ha la forma 0.# = 0. Ora è évidente che 

qualsiasi valore si dia ad x, l'equazione è soddisfatta; perché qualsiasi 

numéro, moltiplicato per zéro, dà zéro per risultato. Dunque qualsiasi 

valore di x verifica V equazione ; e si dira che V equazione è indeter- 

minata. Si suole esprimere questo fatto dicendo : 

Il risultato x = -r- è indizio di indeterminazione. * 

Riassunto. 



Os 



-o 7)>o ( una e< * una S0 ^ a so ^ uz ^ one diversa da zéro, 
' ' '( intera o frazionaria, positiva o negativa. 



ax=b <a^0 , b=0, una ed una sola soluzione eguale a zéro. 
\a=0, b^O, nessuna soluzione. 
a=0 , &— 0, infinité soluzioni. 

Osservazione. Escludendo il caso a=0, potremo dire : 
Ogni equazjone di Tgrado ad un'incognita ammette sempre una 
ed una sola soluzione. 



O (m. tïYh 

* Non sempre il valore — è indizio di indeterminazione. Si atbia p.e. x=- . 

O (m — n)a 

Per qualsiasi valore di m e di », eecetto per il valore w=», la differenza m — n 

è diversa da zéro, e noi possiamo sopprimere il fattore m — » comune al numeratore ed 

al denominatore, e sorivere x=- '— = — . Si pone percio la convenzione che la fia- 

(m — n)a a . r 

(m — n)b b 

ziona ; — — r-, la quale ha sempre il valore — , tranne quando è m=», abbia il me- 
(m — ttja et 

desimo valore anche quando è m = ». Con questa convenzione si potrà dire che, per 

(m — n)b b 

ogni valore di m e di », è sempre -, r- === — . Ne segue la regrola: 

9 * (m — n)a a 

REGOLA. Quando il valore di x ha -la forma %, bisogna prima osservare se 
questa forma dériva dalla presenza di un fattore comune al numeratore ed al de- 
nominatore. h tàl caso, if vero valore di x è quello che si ottiene sopprimendo 
quel fattore comune il quale, col suo annullarsi, dava ad x la forma %. 

§ 83 
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RISOLUZIONE ALGEBRICA DEI PROBLEMI DI 1° GRADO : 

AD UNA INCOGNITA. 

Preliminari e regola. 

84. Ogni equazione è l'espressione algebrica di un problema. 

x 
P.e. l'equazione 3#+4= -r- —1 è 1 espressione del Problema: Si 

irovi un numéro x il cui triplo aumentato di 4 sia eguale alla quinta 
parte del medesimo numéro diminuito di 1; Viceversa non si puô dire 
che ogni problema algébrico sia esprimibile per mezzo di equazioni ; 
perché vi sono problemi contenenti condizioni implicite od esplicite, le 
quali non si possono esprimere coi segni ordinari delFAlgebra. Tali sono 
p.e. tutti i problemi in cui si cerca un numéro di uomini; perché con- 
tengono, implicitamente, la condizione che il numéro cercato sia intero. 
Questa condizione non si puô esprimere coi segni ordinari dell'Algebra, 
e perciô non è possibile introdurla nell' equazione. * 

• Vediamo ora che cosa si puô fare per risolvere un problema per 
mezzo délie equazioni, limitandoci alla considerazione dei problemi di 
1° grado ad una incognita; ossia a quei problemi la cui risoluzione si 
puô far dipendere solamente dalla risoluzione di un' equazione di 1° grado 
ad una incognita. 

1° CASO. Il problema è numerico, ed esprimibile per mezzo di 
un 'equazione. ** 1°. Si mette in equazione il problema, ossia si scrive 
Tequazione che rappresenta il problema. 

2°. Si risolve V equazione; e la radice dell'equazione sarà la solu- 
zione del problema. 

2° CASO. Il problema è numerico, e coniiene condizioni non tra- 
scrivibili in equazione. 1°. Si mette in equazione il problema prescin- 
dendo dalle condizioni non trascrivibili, e si avrà cosi un'equazione rap- 
presentante il medesimo problema , ma spogliato délie condizioni non 
trascrivibili in equazione. *** 

2°. Si risolve V equazione. 

3°. Si verifica se la radice trovata è anche soluzione del problema, 
e la si rigetta nel caso contrario. **** r i! 



Vv. 
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* Per maggiori indicazioni sulU natura dei problemi algebrici si puo consultare : 
Nasso - Algebra Elementare ad uso dei Licei, pag. 50 e seg. 

** Per comodità di locuzione diremo che un problema algébrico è numerico o let~ . V W\ 

teràle, secondochè i dati del problema sono espressi coi numeri del sistema décimale, 
o con lettere. 

*** In questo caso non potremo più affermare che la radice dell'equazione sarà anche 
soluzione del problema. Essa soddisfeià certamente a tutte le condizioni che furono tra- 
scritte. ma potrebbe non soddisfure aile altre. 

**** Alcune volte è un po' scomodo accertarsi se tutte le condizioni del problema 
sono state trascritte in equazione. E quindi cosa utile abituarsi a verificare in ogni 
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3° CASO. Il problema è letierale. 1°. Si mette in equazione il 
problema corne nel 1° e nel 2° caso. 

2°. Si risolve V equazione. 

3°. Si fa la discussions del problema; ossia si détermina entro quali 
limiti deyono essere compresi i valori dei dati del problema, affinchè la 
soluzione dell'equazione sia anche soluzione del problema. Si cerca inoltre 
per quali valori particolari dei dati del problema la soluzione di questo 
présenta délie particolarità degne di osservazione. 

Eiassumendo abbiamo: 

REGOLA PER RISOLVERE UN PROBLEMA ALGEBRICO. 

1°. Si mette in equazione il problema; 

2°. Si risolve l' equazione; 

3°. a) Se il problema è numerico ed interamente trascrivibile in 
equazione, la radice dell'equazione sarà la soluzione del problema. 

P) Se il problema è numerico e non interamente trascrivibile in 
equazione, si verifica se la radice dell'equazione soddisfa al problema. 

7) Se il problema è letierale, si fa la discussione del problema. * 



Problemi determinati. 

85. DEFINIZIONE. Diremo che un problema algebrico è determinato 
quando ha un numéro limitato di soluzioni. 

Se esso ô di 1° grado ad un' incognita, ed interamente trascrivibile 
in equazione, darà origine ad un' equazione determinata. 

Esempio. Pboblemà. Si trovi un numéro i cui 3 / 4 diminuiti di 
5 siano eguali ai 2 / 5 del medesimo numéro aumentati di 16. 

'Risoluzione. Sia x il numéro cercato. I 3 / 4 del numéro li rappre- 

3 3 

senteremo scrivendo — x. ÀUora i *— del numéro diminuiti di 5 li rap- 

4 4 



caso se la radice dell'equazione è anche soluzione del prob'ema. La radice dell' equa- 
zione pub essere positiva o pegativa, intera o frazionaria. Se è intera e positiva, 
generalmente soddisfa anche al problema. Se è frazionaria e positiva, soddisfa, in 
générale, anche al problema, purchè questo amnietta, per soluzion une numéro frazio- 
nario. Se è negativa, non soddisfa al problema, eccetto in casi rarissimi. 

* Nella risoluzione algebrica di un problema di 1° grado ad un' incognita, la 2* 
parte, cioè la risoluzione delV equazione, non présenta alcuna difficoltà, sapendo noi 
risolvere qualsiasi equazione di 1° grado ad un' incognita. La 3 a parte, cioè la di- 
scussione, sovente non è necessaria, perché il problema è numerico ; del resto essa, 
generalmente, non è difficile. La difficoltà principale consiste nel mettere il problema 
in equazione. S tante la grande varietà di problemi, non è possibile dar regole gênerai i 
per metterli in equazione; daremo aie uni consigli pratici e molti esempi nella 2* parte, 
nel capitolo : Risoluzione algebrica dei problemi di 1° grado ad un* incognito. 

§ 85 



—3!— 5. Similmerite, i — del numéro ann 

lî rappresenteremo con —#4-16. Dovendo qneate due espre 

eguali fra loro, scriveremo ~-x — 5=-r%-\-l&. È évidente 

4 5 

condizioni del problema furono trascritte in eqnazione; epp 
eqnazione di I e grado ad un' incognita è la frascrizione a 
problema. La radice dell'equazione sara la solnzione del pri 
solvendo l' eqnazione, otteniamo succeasiïa mente ; 

-r%— 5 = -rX + 16, ossia — -x -X — 164-5, ossia —$ = 

4 5 4 5 20 

7s=420, ossia a; = ^2 =60. 

Risposta. Il numéro cercato è 60. 



Problemi indeterminati. 

86. DEFINITION F.. Diremo che un problema algobrïco j 
nato quando arn mette un numéro illimitato di soluzîoni. 

Se esso ô di 1° grado ad una incognita, ed interament 
bile in equazione, darà origine ad nna equazione indeterm 

Esempio. Pboblemà. Si trovi un numéro i eut s j D dim 
del numéro slesso siano eguali ai 4 / )5 del medesimo nwm 

Risoluzione. Sîa x il numéro cercato. Dovra essere : 

31 4 .314../31 

-=x — —x — ~x, ossia — # — -x — — x = 0, ossia [-=-— -g- 

ossia Q.x=0. Da cui x— %. 

Risposta. La soluzîone #=% i indîzio di indetermina 
conoscere che quaïsiasi numéro risponde aile e&igenze dei 

Problemi impossibili. 

87. DEFINIZIONE. Diremo che un problema algebrico 
od impassibile quando contiena condizioni o assurde in se 
incompatibili fra loro. 

Se esso è di 1° grado ad una incognita, ed interamente 
in eqnazione, darà origine ed un'equazione assurda, la cui 
la forma m /„ = °° ; il che è indizio di impossibilité. * 

' Non è pero da Bradera che tutle levolteche si ha ï = ™/j il prol 
matta solnzione; infatti ïi sono problemi geometrici, in cui, al valore s 
corrispondo una soluziono i-era e reale del problème. 
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Se invece esso contiene condizioni non trascrivibili in equazione, 
darà origine ad un'equazione, la quale non rappresenta tutto intero 
V enunciato del problema. In tal caso puô darsi che V equazione sia 
assurda; ma puô anche darsi che l'equazione ammetta nna soluzione, 
ed allora esisterà nn numéro che soddisferà a tutte le condizioni trascritte 
nell'equazione, e non aile altre; esso soddisferà ail' equazione senza sod- 
disfare al problema. 

* 

Esempio. Problema. Si trovi un numéro ai due cifre, in cui la 
cifra délie decine sia doppia di quella délie unità; e la quinta parte 
del numéro diminuito di 3 sia eguale a 54. 

Bisoluzione: Sia x la cifra délie unità; quella délie decine sarà 

2x ; e poichè una decina vale 10 unità, 2x decine varranno 10. 2# = 20# 

unità. Il numéro cercato è eguale alla somma délie sue unità e délie 

sue decine, cioè ad #+20#. La quinta parte del numéro diminuito di 3 

. , x+20x— 3 . .. ,, £+20#-3 KA 

sarà eguale a -— ■ — . Avremo perciô 1 equazione — ■ — = 54, 

5 5 

ossia 21# — 3 = 270, ossia 21# = 273, ossia x = 13. 

Eisposta. La cifra délie unità sarëbbe 13, e quella délie decine 
26 ; ma ciô non puô essere : dunque il problema è impossibile. 

Osservazione. Il valore x = 13 soddisfa air equazione, ma non al 
problema; perché questo contiene le condizioni sottintese, e non trascri- 
vibili in equazione, che i due numeri cercati siano interi, positivi, e 
ciascuno d'una cifra sola. 

Soluzioni négative. 

88. Alcune volte, Timpossibilità del problema è originata dal fatto 
che il problema richiede per soluzione un numéro positivo, mentre la 
radice delT equazione è un numéro negativo. In questi casi per rendere 
il problema possibile, basterebbe cambiare alcuni dati numerici del pro- 
blema. Non volendo ciô fare, è spesso facile trovare un altro problema, 
il cui enunciato si scosti pochissimo dair enunciato del problema primi- 
tivo, ed abbia i medesimi dati numerici e la medesima soluzione, ma 
positiva. Per raggiungere questo scopo, ci è utile il seguente teorema. 

89. TEOREMA. Cambiando il segno a tutti e soli i termini con- 
tenenti l'incognita, la radice d'una equazione di 1°grado ad una in- 
cognita cambia il segno, ma non il suo valore numerico. 

DimostbAZIONB. Sappiamo (corne si è visto al § 81) che ogni 
equazione di 1 ° grado ad un' incognita si puô scrivere sotto la 
forma ax = b\ ove x è l'incognita, a la somma algebrica dei coeffi- 
cient! di x ; e b la somma algebrica dei termini noti. Ora, se nell'e- 
quazione data si cambia il segno a tutti, e soli, i termini contenenti 
l'incognita, si viene a cambiare il segno a tutti, e soli, i termini che 

§ 88-89 
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mer cède di 12 giorni di lavoro: giuocano poi due partite fra loro. 
Nella prima Pietro guadagna L. 28, e nella seconda ne perde 40. 
Dopo cio i due opérai possiedono la medesima somma. QuaVè la 
paga giomaliera di ciascuno? 

Bisoluzione. Sia x il numéro di lire che Pietro riceve di paga gior- 
naliera ; Giacomo riceverà L. a?— 3. Per 15 giorni di lavoro Pietro avrà 
ricevuto \hx lire ; e Giacomo, per 12 giorni di lavoro, ne avrà ricevute 
(a?— 3)12. Ma Pietro prima guadagna L. 28, e poi ne perde 40; dunque 
alla fine délie due partite avrà L. 15#+ 28 — 40. Giacomo invece prima 
perde 28 lire, e poi ne guadagna 40; dunque alla fine avrà lire 
(x — 3)12—28+40. Ma devono possedere la medesima somma ; avremo 
quindi Tequazione 

15a?+28— 40 = (x— 3)12-28+40 (1) 

ossia lbx—12x = — 12, ossia 3x = — 12, da cui x= — 4. 

La paga di Pietro sarebbe di — 4 lire; ma ciô non puô essere, non 
potendo la paga d'un operaio essere negativa. 

Cambiamo dunque nella (1) il segno a tutti e soli i termini conte- 
nenti l'incognita, ed avremo 

— 15a+28— 40 = (-#-3)12-28+40 .... (2) 

La (2) ha per radiée x = 4 ; ma essa non è trascrivibile in lin- 
guaggio ordinario, perché la paga dell'operaio non puô essere negativa. 

Cambiamo dunque il segno a tutti i termini délia (2), ed otterremo: 

15#— 28+40 = (#+3)12+28— 40 .... (3) 
che è équivalente alla (2), e quindi avrà anch'essa per radice x = é. 
Traducendo la (3) in linguaggio ordinario, avremo il seguente problema : 

Peoblema. Pietro riceve la mercede di 15 giorni di lavoro; Gia- 
como che guadagna lire 3 di più al giorno, riceve la mercede dil2 
giorni di lavoro : giuocano poi due partite fra loro. Nella prima 
Pietro perde lire 28, e nella seconda ne guadagna 40. Dopo ciô i 
due opérai possiedono la medesima somma. QuaVè la paga gior- 
naliera di ciascuno? 

Questo problema ci dà # = 4. Per cui: 

Bisposta. La paga giomaliera di Pietro è di L. 4 ; quella di 
Giacomo è di L. 7. * 



* Non dianio esempi di discussione dei pro blêmi, perché i problemi che dovrà risolvere 
il Maestro Elément are sono sempre numerici ; ed anche per non aumentare di soverchjo 
la mole del libro. CM desiderasse vedere esempi di discussione dei problemi puo con- 
sultai: Nasso — Algebra Elément are ad uso dei Licei, pag. 70, 71, e pag. 294 e 
seguenti. 
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Estrazione délia radlce quadra 



PEELIMINAEI. 

91. TEOJtEMA. Il quadrato di un numéro che abbla unità 
al quadralo dalla decine, plu il doppio prodollo dalla dot 
plu il quadralo dalla unlti. 

Dimostbàzione. Sia per esempio 148 il numéro dato; sa 

148 = 14 deoine +8 unità; e quindi (pel teor. 2° § 60) si 

148S = (14dec.+8un.) s =(14dec.)î+2(14dec.K8Qn. 

Analogo ragionamento si fa sopra ogni altro numéro ayei 

COR0LLAHI0. il quadralo dalle declne è un numéro dl 
doppio prodotto délie decine per le unità e un numéro di 

Dikostrâziose. Fonendo nell'esempio preced. 10.14 invec 
(14dec.) 2 ='{10.14)S=10a.l4« = 100xl4ï=leent.xl4*= 

Similraentesiha 2<14dec.)(8nn.)=2.(10.14).8=2.10.U 
= ldec.X(2.14.8)=2.14.8 decine. 

Analogo ragionamento ai fa sopra ogni altro numéro ara 

92. DEFINIZIQNE. Dlceii radlce quadrata dl un numéro 
quadrato è equale al numéro dato. 

La radice quadrata dcl numéro a si indica scrivendo 

cémente V a . Il numéro di cui si prende la radice si cl 

Esempi. 11 quadrato di 5 è 25 ; dunque 5 è la radice 

11 quadratro dl 7 è 49 ; dunque 7 è la radice quadrata di 
Il quadrato di 1 è I; dunque 1 è la radice quadrata di 1, 

>iiiù, che i 
i, radi 
rione lettende délie espresdiom indiaoe targa mvta, ghant 
" Il BegDO Ai radice qnfldniti fu introdotto, qoaai conteir 
lai fmte Lnca Paciolo, nato in Berge S. Sepolcro (Tesci 
îbedue naarono per segne di radice quftdratA l'iniziale délia parola ra 
iza perù die, montre Alkalsadi poueve quest'inizialc Bepre il radicandt 
il a ainiel™ del ndlsudo. Paciolo scrivova e$ itneca di ecritere la » 
■o qncsio aegno i$ nella sua opéra pnbblieata nel 1470. In seguito Nice 
i libro edito nel HB4, U segno 14 per totte le radici ; e «riaee jj', Id* 
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93. Due numeri interi consecutivi tali che i loro quadrati siano l'uno 
minore di a, e l'altro maggiore di a, si chiameranno radiez quadrate di a 
approssimate a meno d'una unità : il minore si chiamerà radiée quadrata 
a meno d'una unità per difetto; il maggiore, radiée quadrata a meno 
d'una unità per eccesso. 

Il numéro minore si suoïe chiamare semplicemente radiée quadrata in- 
tera di a; ed in générale: 

Dicesi radiée quadrata intera di un numéro a, il maggior numéro in- 
tero il cui quadrato non supera a. 

Due frazioni aventi per numeratori due numeri interi consecutivi, ed aventi 
egual denominatore n, e tali che i loro quadrati siano l'uno minore di a, e 
l'altro maggiore di a, si chiameranno radici quadrate di a approssimate a 

meno di — . La minore délie due frazioni si chiamerà radiée quadrata di a 
approssimata a meno di — per difetto; la maggiore, radiée quadrata di a 
approssimata a meno di — per eccesso. 

-TE") > a e \~Tk) < a > sar à -Të" l a radiée quadrata 

.1 7 

di a a meno di j= per eccesso, e -y^- la radice quadrata di a a meno 

di yë P er difetto. 

Dicesi resto delV estrazione délia radice quadrata di un numéro il resto 
che si ottiene quando dal numéro si sottrae il quadrato délia sua radice ap- 
prossimata per difetto. 

Esempio. Il numéro 70 non è quadrato, e la sua radice quadrata intera 
è 8. Sottraendo 8* da 70, si ottiene per resto 6. Il numéro 6 si chiama il 
resto délia estrazione délia radice quadrata intera di 70. 

Osservazione. Se un numéro è quadrato, sottraendone il quadrato délia 
sua radice quadrata, si ottiene per resto zéro. 



ESTRAZIONE DELLA RADICE QUADRATA INTERA 
DEI NUMERI INTERI. 

94. Esamineremo separatamente diversi casi particolari. 

1o CASO. RADICE QUADRATA INTERA DI UN NUMERO INTERO DI UN A DI 
DUE CIFRE. 



di radice 1", 2% 3°, 4", ecc. Il Matematico tedesco Rudolf? (o Ludolff) stampô nel 1525 un trat- 
tato d' algebra in cui introdusse i segni ]/, WV» W» P er indicare rispettivamente radice 
'quadrata, radice cubica, radice quarta. I Beguaci di Rudolff usarono per le radici quadrata e 
cubica, un solo segno y , scrivendovi a deatra l'iniziale délia parola quadrato, cubo. Cosi p.e. 
per indicare la radice cubica di a-{-b, scrivevano ]/ c L a 4AIi 0< * anche }'o( a "T"^) od ancû © 
y a-\-b. Poscia, allungando il tratto orizzontale, si scrisse f a-\-b ; inh'ne si toise anche Ti- 
niziale délie parole quadrato, cubo, e si mise un numéro nell 1 apertura del segno ]/ . 

§ 93-94 



!Î e aleuua regola ; queste radici si devono sapere : 
.. }, conoscero il quadrato dei numeri interi da 1 a 

2° CASO. RADICE QUADftATA INTERA Dl UN NUMERO ffl 
CIFRE. 

Si abbia p.e. da estrarre la radice quadrata intera di 
mero ô compreso fra 100 e 10000; lo sna radice quadrata 
presa fra VÎÔÔ e VlOOOO, (ousia fra 10 e 100) e quindi 

La radice quadrata di 7548 (indicandone con a la cifr 
con 6 la cifra délie unità) si potrà rappresentare con l 1 
resto délia estrazione di radice, sarà évidente m ente: 

7548 = ( 10^» + 6)* + r= lOO.oS + I0.2ao+ 6H 
e poichè 100-aï è an numéro di eentinaia, e I0.2a& un t 
potrerao anche scrivere : 

7548 = a? cent.-f 2o5dec.4 t>H r . 
ove r=0 se 7548 è quadrato. 

1". Ricerca délie decine délia radice. Dalla (1) si scorge 
del 1° addendo devono essere contenute nelle 75 cent, di 'i 
deve essere contenuto in 75. Ora il maggior quadrato cont 
e dico che sarà a s =64, ossia «=8. Dimostrero questo, 
non puô esaere «>8, ne œ<8. 

Non puô essere a>8. Infatti: essendo 8 a (cioè 64) il 
contenuto in 75, se fosse o>8, non potrebbe più a$ essere 

Non puô essere a~>8. Infatti: essendo 8* contenuto 
saranno contenute in 75 cent., ossia in 7500; e tanto più 
contenute in 7548. Ma 82cent. = 100.82=102.8S={10.8; 
il quadrato di 80 è contenuto in 7548, eppercio la radice 
non è inferiore ad 80. Ne segue che la cifra délie decine 
è inferiore ad 8 

Abbiamo cosï provato che la cifra délie decine délia ra 
7548 è 8. Dunqne : 

Per trovare la cifra délie decine délia radice, basta, i 
separare con un pantu le eentinaia dalle decine, ed es 
quadrata intera del numéro che xi trova alla sinistra c 

2°. Ricerca délie unità délia radice. Nella egnaglianza (1 
tuire ad a il suo valore 8, ed otterremo : 

7548=8* cent.+2.8.&dec.+&2-r»"> ossia 754 

7548=64cent.+16.6dec.+6H'-, ossia 64 

7548— 6400 = 16.&dec.+&2+ r , ossia • 7T7 
1148 = 16.6 dec.-r&ï- r (2) gg 

Dall'eguaglianza précédente si scorge che l'ad- 

dendo 16.6dec. È tutto fontenuti) nella s<imma 15 

1148; e poiche 16.tdec. à nu numéro esattn di 

decine, se esso deve eisere i-outenutu lu 1148, devra esseri 



lo 64ceat. = M0O da aml>i 
alla destra del risultato se 
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114 dec. di 1148; sarà quindi 16.6 dec. contenuto in 114 dec, ossia 16.6 
contenu to in 114. 

Se fosse esattamente 16.6 = 114, dividendo 114 per 16 si otterrebbe per 
quoto il valore di 6. Ma [corne si scorge dalla (2)] nelle 114 dec. di 1148 
vi possono essere decine provenienti dalla somma degli addendi 6 2 ed r. Ne 
segue che, dividendo 114 per 16, si ottiene per quoto il valore di 6, oppure 
un numéro maggiore di 6. 

Ciô che abbiamo fatto lo possiamo esprimere cosï: 

Trovata la cifra délie decine délia radiée, la si éleva al quadrato, 
ed il numéro ottenuto si sottrae dal gruppo délie centinaia del numéro 
dato. Alla destra del resto (che chiameremo resto partiale) si scrive il 
gruppo formato dalle decine ed unità del numéro dato, Nel numéro che ne 
risulta, si separano con un punto le decine dalle unità, ed il numéro che 
si trova alla sinistra del punto si divide pel doppio délia cifra délie decine 
délia radiée. Il quoziente intero che si ottiene sarà laTcifra délie unità délia 
radiée, oppure una cifra troppo grande. 

Dividendo 114 per 16, si ottiene per quoziente intero 7. Sarà perciô 7 
«guale a 6, oppure 7 maggiore di 6. Per verificare questo, basta porre nella 
<2) il 7 al posto di 6, e si deve ottenere 1 148 = 16.7 dec.-f72-fr (2') 
ove dobbiamo ricordare che r puô anche avère il valor zéro. Affinchè sia 
vera la (2'), deve essere 16.7 dec.-|-7 2 non superiore a 1148. 

Calcolando, * si trova che è 16.7 dec,-f7 2 = 1169. Dunque la cifra 7 è 
troppo grande. 

Proviamo la cifra 6, ed avreino 16.6 dec.-)- 62=996. Poichè 996 non è 
superiore a 1148, sarà 6 il valore di 6. Sarà quindi a = 8 e 6 = 6, epperciô 
la radice cercata è 86. Sostituendo nella (2) a 6 il suo valore 6, si ottiene : 

1148 = 16.6 dec.46H-r= 96 dec.+36+r ossia 1148 = 996+r . . (3) 

Da cui si ha: 1148 — 996 = r, ossia 152 = r. 

Ne segue che la radice quadrata intera di 7548 è 86 con 152 di resto. 
Ciô che abbiamo fatto ultimamente lo possiamo esprimere cosi: 
Per verificare se il quoziente intero ottenuto è veramente la cifra 
délie unità délia radice, si scrive questo quoziente a destra del doppio 
délia cifra délie decine délia radice, ed il numéro che ne risulta si molti- 
jtlica pel quoto stesso. Se questo prodotto si puô sottrarre dal numéro 
formato dal resto parziale seguito dal gruppo scrittogli a destra, il quo- 
ziente trovato è la cifra cercata délie unità délia radice t In caso contra- 
rio, si esperimentano successivamente le cifre inferiori, finchè si ottenga 



* Per trovare comodamente il valore di 16.7 dec. +7*, si osservi che, ponendo in evidenza 
11 fattore 7, si ha 16.7 dec. -f-7»=(16 dec. +7).7=(160-f7).7 = 167.7. Dove si scorge che basta 
scrivere 7 alla destra di 16 (che è il doppio délia cifra délie decine délia radice), e moltiplicare 
per 7 il numéro che ne risulta. 

Il prodotto 167.7 dovendosi sottrarre da 1148, bisognerebbe scriverlo sotto il numéro 1148. 
Ma, siccome non sappiamo se taie sottrazione si potrà eseguire o non, è meglio scrivere a parte 
il prodotto 167.7, e se questo prodotto non si puô sottrarre da 1148, si diminuisce d'ana unità il 
moltiplicatore, e si prova il prodotto 166.6; se anche questo prodotto è troppo grande, si dimi- 
nuisce ancora d'una unità il moltiplicatore, e si prova il prodotto 165.5; e cosi si continua (se 
occorre) finchè si ottenga un prodotto che si possa sottrarre da 1148. Questo prodotto si scriverà 
sotto il 1148, e si farà la sottrazione. Cosi si fece nell'Esempio. 

Ânalogamente si opérera in casi analoghi, 

£94 



un prodotto che ai possa sottrarre. L'ultima cifra esperimen 
délie unità délia radiée, ed il resto di questa sottraeiotu 
dell'estrasione délia radiée. 

3" CASO. RAOICE QUADRATA INTERA DI UN NUMERO IMTER 
DI 4 CIFRE. 

Si abbia p.e. da estrarre la radies quadrata intera di 75' 

Poichè il numéro dato ba più di due cifre, la sua radie 
tera ha più d'una cifra, ossia è un numéro avente unità e 

Sappiamo già che il quadrato délie tlecine délia radies è 
centinaia; e che, estraendo la radiée quadrata intera dalle ce: 
mero dato, si ottengono le decine délia radiée. Siamo percio i 
rare con un punto le centinaia dalle decine di 75481523, e 
radiée quadrata intera di 754815. Questa radiée sari il num 
délia radiée cercata. Trovate le decine, troveremo poi le uni 
indicato nel 2° case. Siamo cosi ridotti ad estrarre la radies ■ 
del numéro 754815, che ha due cifre di meno del numéro d 

La radiée quadrata intera di 754815 ha anch'essa unità 
decine si ottengono estraendo la radiée quadrata intera daO 
754815, ossia da 7548. Siamo cosi condotti a ssparare con nu pu 
dalle decine di 754815, e ad estrarre la radiée quadrata intt 
7548 che ha dus cifre di meno di 754815. 

Poichè 7548 ha qnattro sole cifre, ne sappiamo estrarre la : 

La radiée quadrata intera di 7548 sarà il numéro dslle dec 
di 754815. Trovats ls decine délia radiée di 754815, si trove 
todo indicato nel 2° caso) le unità délia radiée di 754815; e a 
la radies quadrata intera di 754815. 

Questa radies sarà il numéro délie decine délia radiée quai 
75481523; e trovate le decine, troveremo poi col metodo solito 
délia radiée quadrata intera di 75481523. 

Queat' ultima radies sarà la radiée qua- 75'48'15' 
drata intera cercata. 64 

Osservazione. Si capisce facilmente che, 114'8 
qualunque sia il numéro di cifre del numéro 99 6 
dato, tenendo la via sopra indicata, s: 
verà semprs ad un numéro di 3 o di 4 cifre, 
la cui radies quadrata intera ai sa estrarre. 

Esempîo. Nell'esempio si e estratta la 
dice quadrata intera di 75481528, e si 6 
tsnuto 8688 per radiée intera e 179 di rssti 

95. Da qnanto précède si ricava facilmente la eeguents r 

REGULA PER ESTRARRE LA RAOICE QUADRATA INTERA t 
IHTERO. 

1°. Si acvmpone il numéro dato in gruppi di due cifre, parte 
L'ultimo gruppt) a sinistra puà anche avère ana sala cifra. 



138 944 
179 



' Per trovaie il doppio ai SS, ci e lutito fire 11 mmina leo-f G. Infstti >i 
8S^=(8dM.+8an.)X2 = 8dec.xî-Hiio.X2 = lfla«!.-Hoii.+aiiii. = l80iL 

= 16Smi.+eiin. Analogamente, par avère il doppio di 88S, ha baalalo fire 
Analogamente ai fui negli altri eau. 
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2°. Si estrae la radice quadrata i niera de/ 1° gruppo a sinistra, e si ottiene 
la 1 a cifra (a sinistra) délia radice. 

3°. Si fa il quadrato di questa cifra, e lo si sottrae dal 1° gruppo (a sinistra) 
de/ numéro dato. 

4°. A destra del reste ottenuto (che chiameremo 1° reste parzia/e) si scrive 
il 2° gruppo, e si sépara con un punto la cifra délie unità del numéro che ne risulta. 

5°. Si dm de il numéro che è alla sinistra del punto per il doppio délia cifra 
già trovata delta radice. Il quoziente intero ottenuto sarà la 2<* cifra del/a radice, 
oppure una cifra troppo grande. La si verifica scrivendota a destra de/ doppio 
delta cifra già trovata alla radice, e moltiplicando il numéro che ne risulta per 
la cifra stessa. Se questo prodotto si pub sottrarre dal numéro formata dal 1° reste 
parziale seguito dal gruppo scrittogfi a destra, fa cifra trovata è buona. In caso 
contrario, si esperimentano successiyamente le cifre inferiori finchè si ottenga 
un prodotto che si possa sottrarre. L'u/tima cifra esperimentata sarà ia 2<* cifra 
del/a radice. 

6<>. Alla destra del reste ottenuto (che chiameremo 2<> reste parzia/e) si scrive 
i/ 3<> gruppo, e si sépara con un punto la cifra de/ie unità del numéro risu/tante. 

7°. Si divide il numéro che è alla sinistra del punto pel doppio del numéro già- 
trovato alla radice. Il quoziente intero ottenuto sarà la 3« cifra del/a radice, op- 
pure una cifra troppo grande ,\e la si esperimenta corne si è fatto precedentemente. 

8°. Si continua cos) finchè si sia eperato su tutti i gruppi che formano if nu- 
méro dato. L ultimo reste sarà if resto de//' estrazione délia radice quadrata 
intera. * 

Osservazieni. /«. Se il numéro dato è quadrato, il resto è zéro. 
2<*. Se Toperazione fu ben condotta, sommando il resto col quadrato délia 
radice trovata, si ottiene il numéro dato. 

3204 



62 
2 



640 




6404 
4 



3«. Se una di quelle divisioni che si fanno per 10"26'56'16 

trovare una cifra délia radice dà per quoto intero 9 

zéro, si opéra su questo zéro corne si opererebbe 12" 6 

se il quoto fosse una cifra significativa. Dall'esempio, 124 

si scorge che basta scrivere zéro alla destra del nu- 2 5' 6 

inero già trovato alla radice , ed anche alla destra 00 

del doppio di questo numéro; poi scrivere un altro 2561*6 

gruppo alla destra di quelFultimo gruppo che fu 25616 

scritto a destra dell'ultimo resto parziale ottenuto, e q 
continuare poscia Toperazione al modo solito. 

4 a . Se si ottenesse un resto parziale eguale a zéro, e vi fossero ancora* 

gruppi di zeri da adoperare, si scrivono alla destra del numéro già trovato 

alla radice tanti zeri quanti sono i gruppi di zeri non ancora adoperati. Il 
numéro che ne risulta sarà la radice cercata. 

5«, La radice quadrata intera avrà tante cifre quanti sono i gruppi in 
cui è stato scomposto il numéro dato. 



* Questa regola è, in sostanza, quella che diede Teone d'Alessandria nel suo Commentario 
sull'Almagesto di Toîomeo. Teone d'Alessandria nacque verso il 320, e mori verso il 395 del» 
l'Era Volgare. 

§ 95 
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Osservazione /«. La radice quadrata (per eccesso) si ottiene aumei 
d'una unità il numeratore délia radice quadrata per difetto. 

Osservazione 2<*. Chiamando n il denominatore délie radici quadrate a] 
prossimate per difetto o per eccesso, cosï ottenute, queste radici saranno ap« 

prossimate a meno di — . 

98. FRAZIONE ORDINARIA IN CUI NE IL NUMERATORE, NE IL DENOMI- 
NATORE SONO QUADRATI. 

23 
Problema. Si estragga la radice quadrata di —=-. 

Risoluzione. Poichè il numeratore ed il denominatore non sono quadrati, 
potremo facilmente ritornare al 2° caso, moltiplicando p.e. i due termini 

délia frazione pel denominatore. Cosi facendo avremo : -=-= 



7.7 



72 



161 



Estraendo la radice quadrata di g , si avrà la radice quadrata cercata. 

La radice quadrata intera di 161 è 12, e la radice quadrata di 7 2 è 7; 

12 23 1 

sarà quindi -=-, la radice quadrata di -=- a meno di — per difetto. 

REGOLA. Per estrarre la radice quadrata di una frazione ordinaria in cui ne il 
numeratore ne il denominatore sono quadrati, si mo/tip/icano ambi i termini délia 
frazione pel denominatore. La radice quadrata délia frazione cosi ottenuta sarà 
la radice quadrata cercata. * 

Osservazione 1*. Se, prima di moltiplicare ambi i termini délia frazione 
pel denominatore, si riduce la frazione ai minimi termini, si ottiene talvolta 

32 

una frazione i cui termini sono quadrati. P.e. la frazione -7^- ha i due ter- 

32 16 
mini non quadrati; ma, riducendola ai minimi termini, si trova T^-=-i7r* 

vo 49 

L. ,-. «., -U .» — U .*. ,— . . » „«* 

32 



che estrarre la radice quadrata di -^-. 



Osservazione 2*. Se è dato un numéro misto, conviene ridurlo prima 

2 23 

sotto forma di frazione ordinaria. P.e. invece di 3-=- si adopera -=-, 

99. FRAZIONE DECIMALE. 

Si puô scrivere la frazione décimale sotto forma di frazione ordinaria; e 
si rientra cosï in uno dei tre casi precedenti. Alla radice quadrata trovata 
si potrà poi sempre dare la forma di numéro décimale. 

Problema 1<>. Si estragga la radice quadrata di 7,5076. 



Risoluzione. Avremo 7,5076 =-^|_. Sarà perciô fj^m=V^^-- 



* Qnesta regola si trova già nella Triparty m la science des nombres di Nicola Chuquet, 
pubblicata nel 1484. 
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Problema p. Si estragga la radice quadrata di 7 approssimata per 
difetto a meno di ~. 

7 5^ 175 
Risoluzione. Si ha 7= ' =— ^-. E poichè la radice quadrata in- 

13 

tera di 175 è 13, la radice quadrata cercata sarà -^>. 

2 

Prdblema 2<>. Si estragga la radice quadrata di 6 -^- approssimata per 

o 



difetto a meno di -^-. 



20 



2 20 3 
Risoluzione. Avremo 6-5-= -z~= — 50 

60 o 6 



X82 



1280 



82 



426 



82 



Si estrae la radice quadrata intera di 426 -=• ; e per ciô fare, basta estrarre 

o 

20 1 

la radice quadrata intera di 426 ; essa è 20. Dunque -^ oss * a 2 -^ è la ra- 
ts & 

dice quadrata cercata. 

Osservazione 1 a . Trovata la radice quadrata approssimata a meno di 



n 
per difetto, aumentandone d'una unit à il numeratore, si otterrà la radice 

quadrata approssimata a meno di — per eccesso. 

Osservazione 2 a . L'enunciato del teorema puô servire di regola. 

101. Se n è una potenza di 10, la moltiplicazione per 10 2 si fa scrivendo 
alla destra del numéro dato tante coppie di zeri, oppure trasportando verso 
destra la virgola décimale di tante coppie di cifre, quanti sono gli zeri di n. 

Per dividere poi per n la radice intera trovata, basterà alla destra délia 
radice separare colla virgola décimale tante cifre quanti sono gli zeri con- 
tenuti in n. Praticamente si puô operare corne è indicato nella seguente 
regola : 

REGOLA PER ESTRARRE DA UN NUMERO INTERO O FRAZIONARIO LA RA- 
DICE QUADRATA A MENO DI V», ESSENDO n UNA POTENZA INTERA E POSI- 
TIVA DI 10. 

1o. Si scrive il numéro dato sotto forma di frazione décimale avente tante 
coppie di cifre decimali quanti sono gli zeri di n; e se mancano cifre decimali, 
vi si supplisce con zeri. 

2°. Si estrae la radice quadrata intera del numéro ottenuto, seguendo la re- 
gola del § 99. 

Problema 1°. Si estragga la radice quadrata di 2 a meno di =^r. 

Risoluzione. Si scrive 2 = 2,0000. Si estrae la radice quadrata intera di 
20000, e si ottiene 141. La radice quadrata cercata sarà 1,41. 

Problema 2°. Si estragga la radice quadrata di 6,213 a meno di rfiÂô* 



*«r*i 
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§101 






70 






Estrazione délia radlce cubica 



PRELIMINARI. 

102. TEOREMA. Il cubo di un numéro che abbia unità e declne è eguale 
al cubo délie declne, plù II triplo prodotto del quadrato délie decine per le 
tinità, più il triplo prodotto délie decine pel quadrato délie unità, più il cubo 
•délie unità. 

Dimostrazione. Sia p.e. 148 il numéro dato; sarà evidentemente : 
148 = 14dec.+8un.; e quindi (pel teor. 4° § 57) si avrà: 
148 3 =(14dec.+8un.) 3 = 

= (14dec.) 3 +3(14 dec.)2(8 un.) +3(14 dec.)(8 un.)2+(8 un.) 3 . 

Ànalogo ragionamento si fa sopra ogni altro numéro a vente unità e decine. 

C0R0LLARI0. Il cubo délie decine è un numéro di migliala; il triplo pro- 
dotto del quadrato délie decine per le unità è un numéro di centinaia; il 
triplo prodotto délie decine pel quadrato délie unità è un numéro di decine ; 
ed il cubo délie unità è un numéro di unità. 

Dimostrazione. Ponendo nelTesempio preced. 10.14 invece di 14dec, si ha: 
(14 dec.) 3 = (10.14)3= 10 3 .14 3 = 1000.143= 1 migl.X 143= 14 3 migliaia. 
3(14 dec.) 2 (8 un.) = 3.( 10.14)2.8 = 3.102.142.8 = 3.100.142.8 = 100.3.142.8 = 

= 3.142.8 centinaia. 
3(14 dec.)(8 un.)2 = 3.( 10.14).82 = 3.10. 14.82 = 10.3.14.82 = 3.14.82 decine. 

Evidentemente (8 un.) 3 è un numéro di unità. 

Analogo ragionamento si fa sopra ogni altro numéro avente unità e decine. 

103. DEFINIZIONE. Dicesi radice cubica di un numéro, un numéro il cui 
cubo è eguale al numéro dato. 

3 

La radice cubica del numéro a si indica scrivendo Y7ï. 

Il numéro di cui si prende la radice si chiama radieando. 

3 _ 

EsempL II cubo di 4 è 64 ; dunque 4 è la radice cubica di 64, ossia 4 =V64. 

3 

H cubo di 6 è 216; dunque 6 è la radice cubica di 216, ossia 6=V216. 

3 

Il cubo di 1 è 1; dunque 1 è la radice cubica di 1, ossia l=fY, 
Osservazione. Intendiamo di estendere aile radici cubiche ciô che si disse 
nel § 93 intorno aile radici quadrate. 

ESTRAZIONE DELLA RADICE CUBICA INTERA 
DEI NUMERI INTERI. 



4 
.1 



1 



j. 

4 



104. Esamineremo separatamente diversi casi particolari. 

fo CASO. RADICE CUBICA INTERA DI UN NUMERO INTERO NON AVENTE PUT 
DI 3 Cl F RE. 

% 302-104 






nelle 327 cent, di 32783; sarà quindi 108.&cent, contenuto in 327 cent., 
ossia 108.& contenuto in 327. 

Se fosse esattamente 108.6 = 327, dividendo 327 per 108 si otterrebbe 
per quoto il valore di b. Ma [come si scorge dalla (2)] nelle 327 cent, di 
32783 vi possono essere centinaia provenienti dalla somma degli addendi 
18.6 2 déc, & 3 , r. Ne segue che, dividendo 327 per 108, si ôttiene per quoto 
il valore di b, oppure un numéro maggiore di b. 

Ciô che abbiamo fatto lo possiamo esprimere cosï : 

Trovata la cifra délie decine délia radice, la si éleva al cubo, ed il 
numéro ottenuto si sottrae dal gruppo délie migliaia del numéro dato. 
Alla désira del resto siscrive la cifra délie centinaia del numéro dato, 
ed il numéro che ne risulta si divide pel triplo del quadrato délia cifra 
délie decine délia radice. Il quoziente intero che si ottiene sarà la cifra 
délie unità délia radice, oppure una cifra troppo grande. 

Dividendo 327 per 108, si ottiene per quoziente intero 3 ; sarà perciô 3 
eguale a b, oppure 3 maggiore di b. 

Per verificare questo, si potrebbe (tenendo una via analoga a quella se- 
guita nel § 94) porre nella (2) il 3 al posto di b ; e se il 2° membro délia 
(2) non risulta maggiore del 1° membro, ne segue che 3 è la cifra délie unità 
délia radice : in caso contrario, la cifra 3 è troppo grande. La si diminuisce 
d'una unità, e si riprova; se occorre, si diminuisce ancora d'una unità e si 
riprova, continuando cosï, finchè il 2° membro délia (2) non risulti mag- 
giore del 1° membro. Quando ciô si verifica, l'ultima cifra provata, è la cifra 
cercata. Ma è più comodo procedere nel seguente modo : 

Sappiamo già che la cifra délie decine délia radice è 6. Per provare se la 
cifra délie unità è 3, facciamo il cubo di 63. Se questo cubo si puô sottrarre 
dal numéro dato, sarà 3 la cifra délie unità délia radice ; se non si puô sot- 
trarre, è segno che la cifra 3 è troppo grande. 

Ora il cubo di 63 è 250047, e questo numéro non si puô sottrarre da 
248783 : dunque la cifra 3 è troppo grande. Proviamo la cifra 2. 

Il cubo di 62 è 238328, e questo numéro si puô sottrarre da 248783, e 
dà per resto 10455 : dunque 2 è la cifra délie unità délia radice. 

Ne segue che la radice cubica di 248783 è 62, e che il resto delTestra- 
zione délia radice cubica intera di 248783 è 10455. 

Ciô che abbiamo fatto ultimamente lo possiamo esprimere cosï: 

Per verificare se il quoziente intero ottenuto è veramente la cifra délie 
unità délia radice, si scrive questo quoziente a destra délia cifra délie 
decine délia radice, e si fa il cubo del numéro che ne risulta. Se questo 
cubo si puà sottrarre dal numéro dato, il quoziente intero è la cifra cer* 
cata délie unità délia radice. In caso contrario, si esperimentano succès- 
sivamente le cifre inferiori, finchè si ottenga un cubo che si possa sottrarre. 
L'ultima cifra esperimentata è la cifra délie unità délia radice, ed il resto 
di questa sottrazione sarà il resto delVestrazùme délia radice. 

L'operazione si puô disporre corne è indicato nel seguente esempio: 




RADICANDO 


248783 
,216 

327 


62 RADICE CUBICA INTERA. 




3.62=108; 327:108 = 3. * 


Radicando 
Cubo di 62 


248783 
238328 


633=250047. 


RESTO dell'estrazione di radice 


10455 





• Veramente, invece di 327 : 108 = 3, si dovrebbe scrivere : « Il quoziente i:dero di 327:108 è 3 » 
Abbiamo inyece scritto brevemente 327 : 108 = 3, per maggior semplkità. 

§ 104 
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105. Da quanto précède si ricava facilmente la seguente regola: 

REGOLA PER ESTRARRE LA RADICE CUBICA INTERA DI UN NUMERO INTERO. 

P. Si scompone il numéro dato in gruppi di tre cifre, partendo da destra. 
L'ultimo gruppo a sinistra pub anche avère meno di tre cifre. 

2°. Si estrae la radice cubica inféra de/ 1° gruppo a sinistra, e si ottiene la 
1* dira (a sinistra) délia radice. 

3°. Si fa il cubo di questa cifra, e lo si sottrae dal 1° gruppo (a sinistra) 
del numéro dato. 

4°. A destra del reste ottenuto si scrivê la cifra délie centinaia del 2<> gruppo. 

5o. Si divide il numéro che ne risulta pel triplo del quadrato délia cifra già 
trovata alla radice. Il quoziente intero ottenuto sarà la 2* cifra délia radice, 
oppure una cifra troppo grande. La si verifica scrivendola a destra délia cifra 
già trovata alla radice, e facendo il cubo del numéro che ne risulta. Se questo 
cubo si pub sottrarre dal numéro formate dai due primi gruppi (a sinistra) 
del numéro dato, la cifra trovata è buona. In caso contrario, si esperimentano 
successivamente le cifre inferiori, finchè si ottenga un cubo che si possa sot- 
trarre. L'ultima cifra esperimentata sarà la seconda cifra délia radice. 

6°. A destra del reste si scrive la cifra délie centinaia del 3° gruppo. 

7°. Si divide il numéro che ne risulta pel triplo del quadrato del numéro già 
trovato alla radice. Il quoziente intero ottenuto sarà la 3<* cifra délia radice, op- 
pure una cifra troppo grande. La si verifica scrivendola a destra del numéro 
già trovato alla radice, e si fa il cubo del numéro che ne risulta. Se questo cubo 
si pub sottrarre dal numéro formate dai tre primi gruppi fa sinistra) del nu- 
mero dato, la cifra trovata è buona. In caso contrario, si esperimentano suc- 
cessivamente le cifre inferiori, finchè si ottenga un cubo che si possa sottrarre. 
L'ultima cifra esperimentata sarà la 3 a cifra délia radice. 

8°. Si continua cosl finchè si s/a operato su tutti i gruppi che formano il 
numéro dato. L'ultimo reste sarà il reste de/1 'estrazione délia radice cubica intera. 

Osservazione. AlTestrazione délia radice cubica intera dei numeri interi 
si applichino le osservazioni l ft , 2 a , 3 a , 4 a , 5 a del § 95, pag. 64. 



ESTRAZIONE DELLA RADICE CUBICA DELLE FRAZIONI. 

106. Facendo, per la radice cubica délie frazioni ragionamenti analoghi 
a quelli fatti per la radice quadrata délie frazioni, si ricavano immediata- 
mente le seguenti regole 

107. FRAZIONE ORDINARIA IN CUI IL NUMERATORE ED IL DENOMINATORE 
SONO CUBI. 

REGOLA. La radice cubica a" una frazione ordinaria in cui il numeratore ed 
il denominatore sono cubi è una frazione ordinaria che ha per numeratore la 
radice cubica del numeratore, e per denominatore la radice cubica del denomi- 
natore délia frazione data. 

108. FRAZIONE ORDINARIA IN CUI IL SOLO DENOMINATORE È CUBO. 
REGOLA. La radice cubica (per difetto) d'una frazione ordinaria in cui il 

solo denominatore è cubo è una frazione ordinaria che ha per numeratore la 

§ 105-108 
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31. —1, +3, -5,. +7, —9, +11, —13, +15. 

32. +2, —4, +6, —8, +10, —12, +14, —16. 

Si trovi il valore di ciascuna délie seguenti somme applicando il 
lario 1° § 30: . ., ,_ . . , s . 

33. (—3 +4—7 f 22) +(— 10 + 8^-7 +11—5—13) + (1— 8 + 15—22+29). 

»• (-hl-M-B>R4-WW-4- 
*■ (^s-'T-'n+'T+'Tt 1 ^) * (-4-4-4+ 4} 

36. Si trovi il valore délie somme dell'esercizio précédente senza far uso 
corollario 1° § 30. 

37. Si trovi il valore délia somma 1 — 8+5 — 7 + 9 — 11 + estel 

fino a 500 termini. * 

38. Si trovi il valore délia somma 1 — 3 +- 5 — 7+9 — 11 + estes 

fino a 999 termini. 

39. Si trovi il valore délia somma 1 — 3+5 — 7+9 — 11+ estes 

fino ad n termini. 

40. Si trovi il valore délia somma 2 — 4+6 — 8+10 — 12+ estes 

fino a 600 termini. 

41. Si trovi il valore délia somma 2 — 4+6 — 8 + 10 — 12+ estes 

fino a 583 termini. 

42. Si trovi il valore délia somma 2—4 + 6—8+10—12+ estes 

fino ad n termini. 

Sottrazione. 

In ciascuna délie seguenti coppie di numeri, dal 1° numéro si sottragga il 2 ( 

43. +7, 8. 44. 5, —7. 45. —11, —10. 46. 10, +24. 

47. .7y, -~. 48. -3I -25I 49. 5^, 7-|. 

Si trovi il valore di ciascuna délie seguenti differenze, facendo uso dej 
teorema 2° § 34: 

50. (2—3 + 10—24 +36—60 + 120— 200)— (54 +36— 108 +201). 

5 , (l i_4 + 4_ 3 . oH _4_ 4+1 . _ 5è) . 

52. (3/ 8 _5/ 10+ 7/ 12 )_(_2 /3+ 4 /3 _6/ 7 f 8/ 9 ). 

53. Si trovi il valore délie differenze dell'esercizio précédente senza far us< 

del teorema 2° § 34. 
Si tolgano le parentesi, e si trovi il valore délie seguenti espressioni: 

54. _3-{-5 + [4-(-3 + 2)]}. 

55. -8-j-5-[-3-(-8-2)+(-4)]-(-10)j. 

56. 15+6— [3-(8+4)]. 57. 37— 48— [18— (12 + 3)— (2— 3)— 33]. 

• Si scrivano per ordine il 1° addendo, poi la somma dei due primi, poi la somma dei tre^ 
primi, ecc. ; e si vedrà subito la legge di formazione di queste somme. 
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Si eseguiscano le segueuti opéràfcioni : 

1 1 7. (_8a&c2)(14a2&— 3a?c— 26?c-f 462 C 2). 

118. Zàbcd(±cPbc— Sa&d+'lbcPd— Sbcd*). 

1 1 9. (— 4a2&a%)(l laW—itfx + &a2y3_ 3%). 

1 20. (— 9a?xy)(— Safrtfy + taafyfi—laïxy*). 



1 



21 . i a 36c(|-a3&2— -l a ô&3_ -^onA. 



* 



122. — a + 6— c si moltiplicM per; a. . ■ » , .' - 

123. a+3&— 4c si moltipljlclii per — 2a. 

124. a3+ 3aH4a si moltiplichi.per — Vga'. 

125. 3a3_5a2— 6a+7 si moltiplichi per — 3a«. 

RIDUZIONE ÙEI TERMINI SIMILI. 

Si faccia la riduzione dei termini simili nçi seguenti polinomi: 

1 26. a3&5-^2a2&ô + 2àW— 3a3JA+ 4a2&6— &8. 

127. —Satf+5a?W^W--7a*b*-r-Sabi+2&. 

128. — 5a4&4_3 a 2&ô+4 a &7-f n a 4&4. 129. 4a— 5&+2c— a+3a— 7&4-2c+a. 
130. 8a2&— 5a&2-4a2&— a52+c. 131. a2-f&2+2a&-f a2-f-&2-_ 2 a &+a2— &2. 

1 32. 4a3-f 2a2&~3a&2— 4 a 34 6a2&-f 2a&2-f a 3_7 a 2&4 ^62. 

133. a^-^-f62_^?4;^+6a-a2+a&— ~. ,** , 

4 4 4 

134. -ia 2 +a 2 & 2 +4a 2 --3a262_.^-f7 a 252 % 

135. 6a2— 4a+36— 4-hl2a2— 3a-f&— 1. 

1 36. 3 / 4 a253 c 4_4/ 5a 362 C -_4/ 3a 25 V+2 /5a 362 C -|_2/ 5a 3&2 c . 



Dovendo sommare o sottrarre o moltiplicare frâ loro i polinomi, è utile 
far prima in ciascuno di essi la riduzione dei teimini simili. Poi è spesso 
utile dare all'operazione una disposizione simile a quella cae si dàin Arit- 
metica, corne si vede nei seguenti esempi. 



* Conviene abituarsi a far sempre in ogni polinomio la ridazione dei termini simili. Ciô fa- 
cilita e seinplifica molto i calcoli che poi si hanno da esegaire sai polinomi stessi. È pnre bene 
abituarsi a fare qnesta riduzione a memorta scrivendone direttamente il risultato. Ciô riesce phi 
facile se, fissato il 1° termine, si scorrono coll'occhio tntti gli altri, sottolineando i termini si- 
mili a quello considerato, e facendone çontemporaneamente la riduzione. Poi si fa il medesimo 
col 1° termine che non è stato sottolineato, e cosi di seguito finchè siano sottolineati tutti i 
termini. Sottolineando aimilmente i teimini simili, e diversamente i termini non simili, si potrà 
con facilita evitare le omissioni, e verificare, quando. occorra, Tesattèzza dei risultato. 

E la stessa casa scrivere p.e. -r- oppure — a ; cosi pure scnvere ---a a ô oppure — - — ; 

4 4 4 4 

14 14a 2 ô 2 

serivere — a 2 &, oppure — — -, oppure 4— a 2 5. Giova ricordare ' che, per conyenzione, è p.e. 

o. o 3 

4 l /s = 4+ l l 8 ; e che 4 1 / 8 si considéra come un numéro solo, e non corne la somma indîcata d 

due numeri. Perciô sarà p.e. 4+ 1 / 3 n 2 6 = (4 1 /s)a 2 ô = (4-|- 1 /8)^ © n o n eguale a 4-HV3* 2 *)» Ana- 
logamente per gli altri casi. 
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Si tomvuno i polînomi : 5a3&2— 8a*&^662— 5; —3a&—%afo+ t 
2a&>—6a2fê-r\. In ciaacano di essi non Ti sono tennini simili da 
Scrireremo i polinomi in modo die i tennini simili sîano in colonnm. 

5a3fr*--Sa26-r662— 5 
— 3œ36&— 2o«6 — 6*+7 

SMH (toUa riduziau tugmta àû Uruuni timiU) — 4fl36*— 8a36-|-56 3i -f-3. 

Esempio 2». 

Da 4xtfi — 5^+2^— 1 si sottragga Zxy+b—lxtfi+ifi. Scrirc 
i tennini del sottiaendo, col segno cambiato, in colonna coi tennini 
del minuendo ; poi rimarrà a fore solamente la ridurione dei tennini sii 

Itauril + 4xy*— 5jry+2yS— 1 

Srttraiiéi ni ttnj eariiiii + 7gyg— 3xy — yg— 5 

Mi (colla riduzione eugtUia ici tennini simili) +llxy*—8xy -f y*— 6. 



Miitiplieaiii 
MittJpttcaiire 



Eèempio 3°. 

2a3— 3o26-f- 5a62— 263 
3a2-j-2a6— 62 



Pni. del mltio per 3o* 6a5— 9a*6+15a362 — 6a*63 

» » > +2a6 +4a*6 — 6a362+10a263— 4a6* d 

» » » —62 — 2a3&2 -|- 3o263— 5a6*+265^ tennini 

Prodotto totale rldotto "' 



i Prodollo 
f délia ridi 
dei 



6ûp— 5a*6 -f 7o362 + 7a*63— 9a6H26&. 



Moltiplicando 
Moltiplicatore 



Esempio 4°. 

2a3x+Sa?x2—2x* 
ba3x — 2axZ+Sx* 



Prod.dBlmolt.do per hcfix 10a^-f-i5a%3 — îOcfeo 

» » — 2a#3 — AaW — 6a 3 #5 +4a#7 

» » -f 3a* 4- 6a 3 x5+9a?x* „6 | 

ProdottO totale rldotto 10afiaP+ lba^—4a^—l0a^+9a^-\- 4aa;7— 6j 



Moltiplicando 
Moltiplicatore 

Prodotto del moltdo per x*y 

—x*y* 

Prodotto totale rldotto 



» 






Esempio 5°. 

x*y 4* # 3 y 2 — xy* — y 5 
#3y — xtyZ+xyZ 



xi y* -f a%3 — #4y5 — #3^6 

— 3% 3 — #5^4 -f-#3y6-|-£2y 7 

-f a£y 4 -f # 4 y 5 — x 2 y? — xy% 



x^yZ 



xy* 



* Se i torminl simili doi prodotti parziali si bcrivono in colonna, resta facilitata la ridt 
dol torminl simili dol prodotto. 
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Si semplifichino le seguenti espressioni : * 

177. (àb— 62)2( a 2— a &)2— (a— 6)i ** 

178. (a— 6)3+(a— c)3+(6— c)3— 3(a— 6)(a— c)(6— c)> 

179. («26— a62)?— (a&2— &3)3+(63_ a 3)3. 

' 1 80. (3a6-^262)3+ (262— 3a2)3-f (3a2— 2a6)3. 

181. (a— i/g)8(aî4- l)-(«+ 1 /«)(^-l)H(a?+2)3. 

1 82. -(2ic— 1)3— 6(2a;— l)2«4-12(2ic— l)aî2— 24^. 
Si verifichino le seguenti eguaglianze: *** 

183. (a— 6.)(6— cX<î— - a) = 6c(c— 6)4-c#(tt— c)+c$(6— a). 

184. (a-f6)H-2(a2__62)4.( a _6)2^=(2a)2. » ■. ■ 

185. (a— 6)3+(6— c)3+(c— a)3==3(a— 6)(6— c)(c— a). 

186. (<* _6)3+(a+6)3-f 3(a— 6)2(a+6) +3(a+&) 2 (a— &) = (2a)3. 

187. (x 2 -\-py 2 )(z2+pu2)=(xz+pyu)Z+p(yz — xù)K 

188. (a— 6)2+(6— c)24.(c— a)2 = 3(a2-f624c2)— (a+6+c)?. 

189. x*+2(x-l)(y-l)+y2==1ix+y--2)Z+2(x+y--l). 

190. a 2— 2(a— l)2-f(a— 2)2=2. 

191. a2— 3(a— l)3+3(a— 2)3— (a— 3)3==6. 






Divlsione. 

DIVISIONE DEI MONOMI. 

Si eseguiscano le seguenti divisioni : 
1 92. 4a%3 : 2xyK 1 93. 6^2^ . 3^2. 1 94. #3^ ; x yz ^ 

195. 5s«y3:(— aty). 196. (—8aPys*):ise*y>- 197. 12a;: (—4). 
1 98. (— 21a%3^) . (— 3a;y3). 1 99. *l&?h#n : (— %awn). 

200. — */ 5 a3& c 2 : (_2/ 5a 6c). • » ■ . 

MASSIMO COMUN DIVISORE E MINIMO COMUN MULTIPLO DEI MONOMI. 
Si trovi il M.C.D. ed il m.c.m. di ciasouno dei seguenti gruppi di monomi: 

201. la^eUy WaWcâï, BafibWe, 9<&VkP#. 

202. 4a*6M, 3a6&5c^/ 2a4&5cW 203.16^^2,-24^^ $bafy&. 

204. 30a% 2 £*, 45xfy*A 60^^5, 90#y^. 
DIVISIONE DI UN P0LIN0MI0 PER UN MONOMtQ. 
Si eseguiscano le seguenti divisioni: 

205. (x 2 +xy):x* 206. (±xy%—§x*y) : 2xy. 

207. (16a263a;—8a3cx2— 16a^3-f.24a2^2):2aa;; 

208. (4a?tf5— .24a^+3ea5#7) : 4ax. 

209. (6QxZyW—4:8x2y*z2+S6x2yW) : 4^2. 



'7*1 

1 



.* 
S 



* Sempfificare un'espressione significa eseguire tntte le operazioni indicate e fare tutte 
le possibili riduzioni di terinini simili. 

** Si osservi che si ha (a — b)*= (a — &) 8 (a — b). 

*** Per verificare un' eguaglianza, basta eseguire tutte le operazioni indicate, e totte le pos- 
sibili riduzioni su ciascuno dei due membri dell' eguaglianza. Se V eguaglianza è vera, le due 
espressioni che cosi si ottengono devono essere identiche. 
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Equazioni 
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RISOLUZIONE DELL'EQUAZIONE DI I e GRADO AD UN'iNCOGNITA. 

• * 

Dovendo, per la risoluzione délie equazioni, far uso délie proprietà fon- 
damentali délie equazioni (§§ 78, 79, 80), saràbenechci principianti ricor- 
dino le seguenti avvertenze: 

l a . Per aumentare o diminuire un polinomio di un numéro, basta au- 
mentare o diminuire di questo numéro un solo dei suoi termini. 

2 a . Per moltiplicare o dividere un polinomio per un numéro, bisogna 
moltiplicare o dividere per questo numéro ciascun termine del polinomio, 

3 a . Il tratto orizzontale che sépara il numeratore d'una frazione (osser- 
vaz. § 59) dal denominatore, tiene anche le veci d'una parehtesi. Perciô, se 
il numeratore è un polinomio, nell'atto in cui si sopprime il denominatore, 
bisogna sostituire il tratto orizzontale con una parentesi ; ossia bisogna chiù- 
dere il primitivo numeratore in parentesi. Dopo ciô si toglierà la parentesi, 
eseguendo le operazioni indicate> ed avendo l'avvertenza di cambiare il segno. 
a tutti i termini del numeratore se la frazione era preceduta dal segno — . 

Esempio 1°. Si risolva Vequazione: — j ^-=-^--f5. 

Moltiplicandone tutti i termini per 4.2.8, che è il prodotto dei denomi- 
natori, ed eseguendo le operazioni indicate, si ha successivamente: 

Z^+?.4.2.8— -£.4.2.8 = |?.4.2.8+5.4.2.S, ossia 
4 à o 

(7#+2).2.8— 7.4.8 = 3#.4.2-f 5.4.2.8, ossia 112a>+32— 224 = 24^+320. 

E trasportando i termini incogniti nel 1° membro, e termini noti nel 
2°, e facendo poi la. riduzione dei termini simili, si ha successivamente : 

112a— 24# = 320—32+224, ossia 88^ = 512, 

Osservando ora che 88 e 512 sono divisibili per 8, possiamo ancora dividere 

ambi i membri per 8, ed otterremo: 11# = 64. Dividendone ambi i membri 

64 9 

per 11, otteniamo Tequazione # = vy> ossia x ==5:pp che è équivalente alla 

proposta, e ci dà immediatamente il valore di oî. 

Bisposta. L'equazione ha per radiçe x = 5 9/ 11# 

Osservazione 1*. Invecé di moltiplicare tutti i tennini dell'equazione data 
pel prodotto 4.2.8 dei denominatori, avremmo fatto meglio se avessimo mol- 
tiplicato tutti i termini per 8 che è il m.c.m dei denominatori. Avremmo in 

questo caso ottenuto successivamente — - — .8 — s-.8 = -5-.8+ 5.8, ossia 

4 â o 

(7aH-2).2— 7.4=3#+5.8, ossia 14#+4— 28 = 3aH-40, ossia 14a;— 24 = 
= 3#-f 40 ; e quindi 14a? — Sx = 404-24, ossia lia; = 64 ; da cui x = 5 9/ 11# 
Osservazione 2*. Dall'esempio précédente si vede che, per far scomparire 
il denominatore di ciascuna frazione, si divide il multiplo comune ai deno- 
minatori pei singoli denominatori, ed i quoti cosi ottenuti si moltiplicano 
pei corrispondenti numeratori. Conviene abituarsi a fare queste operazioni 
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Sx-\-l 



+ 



1_ 

L12 



3~ 



x 
2~ 



=1, ossia 



3aH-l 1 ^ JE. — i 

~~2~~ + 24 6" T 



E moltiplicando tutti i termini per 24, si ottiene : . 

(3o?-|-l)124-l— 4a;— 6a?=24, ossia 36a;+12-|-l— 4a;— 6a?=24. 
E trasportando tutti i termini noti nel 2° membro, si ha: 
S6x— 4x— 6a;=24— 12— 1, ossia 26a?=ll. 
E dividendo atnbi i membri per 26, si ha: a?^ 11 /^. Questa equazione è équi- 
valente all'equazione data, e ci dà immediatamente il valore di x, 
Bisposta. L' equazione ha per radiée a?= 11 /26' 

x 
Esempio 3<>. Si risoîva V equazione: 



+ £±2 ==2iC _|^L... ( i > 



a— 2 ' a +2 ~~ a 2 — 4 
Il m.cm. dei denominatori è a 2 — 4, ossia (a -\-2)(a— 2). Esso non con- 

tiene incognite ; e, se è diverso da zéro, moltiplicando tutti i termini delTe- 

quazione per (a-\-2)(a — 2), otterremo (teor. 2°, § 79) un' equazione intera, ed 

équivalente all'equazione data. 

Ora (a-\-2)(a — 2) è diverso da zéro se sono contemporaneamente diversi 

da zéro a-\-2 ed a — 2. Ora a-f-2 è diverso da zéro se a è diverso da — 2; 

ed a — 2 è diverso da zéro se a è diverso da -|-2. Dunque (a+2)(a — 2) t 

è diverso da zéro se a è diverso da ±2. 

In taie ipotesi, potremo moltiplicare tutti i termini délia (1) per 

(a-\-2){a — 2), ed otterremo l'equazione équivalente: 

a;(a+2)+(#+2)(a— 2)=2a:(a2— 4)— 2a*x> ossia 
ax-\-2x-{-ax+2a — 2# — 4= 2a%x — 8# — 2a*x. 

Trasportando i termini incogniti nel 1° membro, ed i termini noti nel 2°, 
6 facendo poi la riduzione dei termini simili, otterremo: 
ax+-2x-\-ax — 2x — 2a^x-\-8x-{-2a^x = 4 — 2a, ossia 2ax+ 8a? = 4 — 2a. 

E dividendo tutti i termini per 2, si avrà; 

aa?-|-4aî = 2 — a, ossia (a+4)a? = 2 — a. 

Se a+4 è diverso da zéro, ossia se a è diverso da — 4, potremo dividere 

ambi i membri pel coefficiente delTincognita, ed avremo l'equazione #— -^rr» 

che è équivalente alla proposta, e ci dà immediatamente il valore di x. 

Osservazione. Bisogna perô ricordare che, secondo Je ipotesi fatte, a pud- 
avere qualsiasi valore, tranne i valori a = ±2 ed a= — 4. 

2 a 

Misposta. Se a è diverso da 



2 e da — 4, sarà x = 



Mi 



a memoria ; e questo si ottiene facilmente se il multiplo comune ai denomi- 
natori lo si scrive scomposto in fattori, corne abbiam fatto noi scrivendo p.e. 
4.2.8 invece di 64. Basterà allora immaginare soppressi quei fattori il cui 
prodotto forma il denominatore d'una frazione, e moltiplicare il numeratore 
corrispondente pel prodotto dei rimanenti fattori» 

Bisognerà ancora ricordare che ï termini interi dell 'equazione resteranno 
moltiplicati per l'intero multiplo comune dei denominatori. 

Esempio 2°. Si risoîva V equazione: — ~ 1 — ô~(-y — x ) — ~ir x ' tt—I- 

Cominciamo a togliere le parentesi, principiando dalle parentesi più in- 
terne, ed avremo successivamente : 



a+4' 



■ ' . • . * . •"*• 



8» 

Si risolvano le ségusnti equazioni: 
234. hx -f50 =4^4-56. 235. 16ic — 11 =7aj-|-70. 236. 3*4-10 =5#— 70. , : -*>} 



#44 



„, 2a:— 5 Sx— 3 , , 2 _ 

237. —^ _ + 2f ~==0. 23?. 

23$. ya?-fl5— -|-a;+29 = 0. 240. y(3x— 4)+- y(&c+3)=43— 5#. 

241. 1(27-^ = 1- +1(7^-54): 

242. 1(8-^ + ^-1-1- =1(^ + 6)^-. 



243.^ + ^=^4-* 



-a; 



13 
245 4£=§ ^-«i. 2-e 1 * 

•«■ l-^-Kf-l)-»- 

•»• 4(*-4K(l -t)-4 

248/ ~ +2x+$(x- ™ - ~) = 450000. 

249. 21- A(3a+4)- |-(7*r-l) = 8+ ^(Sas— 1)— 1~(5*-2). 

250; (x—l)(x—2) +(#— 1)(#— 3) = 2(#— 2)(#— 3); 

251. ^-A)^4-|-)--^-5)^-h3) = 9|-. 

#— 1 l(x— 5 14— 2aA ^a?--9 7 
4 8\ 4 5 JT 2- • 8-' 




244. ^ + 5t^7- 4 +* 



252. 
253. 



|(*-2)+ 1 



X— y{2x-l) 



0. 



254. _ 



+13(#— 5)4-j- = 0. 



255. 2 



'H4-4*)]- 
«• t{t[t(1[^-M-']-'!-'-«- 

257 - TiT[-5-(T c *+ 21+4 ) +6 ] +8 }- 1 - 



■3-g-o; |. 



258. 4#+4-(#— 2)— 2 



\*-làu>-\w<)\ 



2x — I -7-x — 



259. ^- + -f-= € . 
a o 



260. 



x+a x + b' 



!)]=! 



(*+2). 



a 



^-=1. 



* Quando nell'equazione vi è qualehe frazione con termini frazionari, si cominci a ridurre 
separataraente questa frazione in un'altra frazione équivalente che abbia i termini interi. 












3°. Àlcuni problômi coritengono varie incognite, e fra queste esistono '-* 
relazioni note, e tali che, se il valore d'una incognita fosse conosciuto, si * k 

potrebbe con tutta facilita trovare il valore délie altre. In questi casi, si puô 
procedere cosi ; Si chiama x il valore d'una incognita ; e poi, supponendo di 
conoscere il valore di x, si scrive il valore délie altre. Ciô fatto, sarà facile 
trascrivere e risolvere il problema per mezzo d'una sola equazione di 1° grado 
ad una sola incognita, e si otterrà cosï il valore di x, Trovato questo va- '4 

lore, si troverà poi facilmente il valore délie altre incognite. 

4°. Si mettano bene in cbiaro tut te le condîzioni espresse-dal problema, 
ed anche quelle che il problema lascia sottintese. .-.^ 

Osservazione. Moite volte alcune relazioni esistenti fra Tincognita ed i dati 
del problema (relazioni neoessarie per la risoluzione del problema) non sono 
date esplicitamente ; ma bisogna ricavarle da proposizioni scientifiche, che si 
suppongono note. Ciô succède in molti problemi che riguardano la fisica, la 
meccanica, la geometria, ecc. 

5°. Se varie grandezze dello stesso génère sono riferite a diverse unità 
di misura, si faccia uso del principio di omogeneità, cioè si riferiscano tutte 
alla medesima unità di misura. * 

Osservazione. Si possono adoperare indifferentemente frazioni ordinarie e 
frazioni decimali : è tuttavia più comodo far uso, in un medesimo problema, 
di sole frazioni ordinarie, oppure di sole frazioni decimali. È perô da notarsi 
che d'ordinario, quando si possono usare i valori esatti délie quantità di cui 
si tratta, non conviene far uso di valori approssimati. Cosi p.e. non con verra 
alla frazione */3 sostituire il valore approssimato 0,333; e cosi in luogo di 
7/ 8 = 0,0875 non converrà far uso del valore approssimato 0,08. 

6°. Talora la risoluzione del problema riesce assai semplificata introdu- 
cendq, in luogo dell'incognita del problema, un'altra incognita la quale abbia 
con quella del problema certe relazioni naturali od anche convenzionali, per 
modo che, trovato che sia il valore di questa incognita ausiliaria f sia poi 
facile trovare il valore dell'incognita del problema. 

PROBLEMA 1°. Si trovi un numéro il quale dia il medesimo risultato 
sia moltiplicandolo per 3, sia aumentandolo di 3. 

Risoluzione. Sia x il numéro cercato. Moltiplicandolo per 3, otterremo Sx ; 
ed aumentandolo di 3, otterremo x+B. Dovendo questi due risultati essere 
eguali, avremo: Sx=x-\-B. 

Quest' equazione è la trascrizione algebrica del problema ; e risolven- 
dola, avremo risolto il problema. Dairequazione si ricava immediatamente : 
3x — x =3, ossia 2x = 3, ossia #=3/ 2 =ii/ 2 . Questo valore è unico. 

Risposta. Il valore cercato è unico, ed è 1 */2« 

PROBLEMA 2°. Ad una serata di beneficenza la tassa personale à"in- 
gresso è di lire 5 pei primi posti, e di lire 3 pei secondi posti. Si distri- 
buirono in tutto 3.50 biglietti, e si incassarono 1518 lire. Quante persone 
erano nei primi posti, e quante nei secondi posti? 

Risoluzione. Comincio ad osservare che, essendosi distribuiti 350 biglietti, 
le persone che presero parte alla serata furono 350. Il problema domanda 
due numeri, e quindi è un problema con due incognite. Ma è facile scorgere 
che quando si conosca uno dei due numeri cercati, si trova facilmente il S 

- ^ 

• Il principio d% omogeneità fu enunciato esplicitamente, per la prima volta, da Francesco £i 

Viète (1540-1603). ' M 
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valore deU'altro. Chiamiarao p.e. x il numéro délie persone che oceuparono : ^ 
i prîmi posti. Poichè, in tutto, eranvi 350 persone, il numéro di quelle che 
oceuparono i secondi posti sarà 350 — x. Quelle dei primi posti avranno pa- 
•gato fra tutto lire 5x, e quelle dei secondi posti lire 3.(350 — x). L'incasso 
; . \ totale fu di 1518 lire; dunque si avrà l'equazione 5#+3.(350 — a?) = 1518. 
\ : Questa è la trascrizione algebrica dei problema. 

I 1 - Risôlvendo Tequazione, si ottiehe: 5aH-1050 — 3# =1518, ossia 

2a5=1518—1050, ossia 2x =468; da cui «=234. 
Le persone dei primi posti erano 234; quelle dei secondi posti erano 
350—234 = 116. Poichè requazione ci dà un unico valore di x, ne segue che 
il problema ammette una sola soluziohe. 

Ris posta, Nei primi posti vi erano 234 persone; nei secondi. posti 116. 

PROBLEMA 3o. Si scomponga il numéro 2Q in quattro parti iali che si 

i ottenga sempre il medesimo risuliato, sia aunientando la prima parte di 

£ 1, sia diminuendo la seconda M. 2, sia moltiplicando la terza per 3, sia 

$ • dividendo la quarta per 4. 

\, Risoluzione. I numeri da cercarsi (ossia le incognite) sono quattro, cioè le 

|. quattro parti in cui deve essere scomposto il numéro dato. E perô facile 

vedere che, quando di queste parti se ne conosce una, si trovano facilmente 

le altre. Risolviamo dunque il problema corne se vi fosse una sola incognita. 

Sia p.e. x il valore délia l a parte. Àumentandola di 1, si otterrà as+1. 

Ora dal problema si sa che x-\-l è eguale alrisultato che siottiene quando 

si tolgono 2 unità alla 2 a parte ; dunque aggiungendo 2 unità . ad x+1, si 

deve ottenere la 2 a parte, la quale sarà perciô eguale ad (aH-l)+2 = #+3. 

Cosï pure x+1 è eguale al prodotto che si ottiene moltiplicando la 3 a 

x 1 
parte per 3 ; questa 3 a parte sarà perciô eguale ad (a:+l):3=-K- ~I~~q"" 

Inoltre #+1 è eguale al quoto che si ottiene dividendo la, 4 a parte per 4 ; 
questa 4 a parte sarà perciô eguale ad (#+l).4 = 4as+4. 

Sommando insieme le quattro parti, si ottiene il numéro dato, cioè 20. 
Dunque il problema si trascriverà per mezzo délia seguente equazione: 

a+(*+3)+(|- + y)+(4s>f4) = 20, ossia 

x 1 

#+#+3+ -q- + "ô" +4#+4 == 20, ossia 

l a , x oa q ! a • fa , !\ io 1 ' ■ . 19-38 
f 6#+-^- = 20 — 3 ^ — 4 ossia 16+ ---]# = 13 ô-, ossia ~ô~ a?== ~ô"' 

î ...... A /.. • 

y ossia 19a; = 38, ossia x = 2. 

: Essendo la l a parte eguale a 2, la 2 a sarà 2+3 = 5, la 3 a sarà (2+1) : 3= 1, 

[ la 4 a sarà 4.2+4=12. Poichè il valore ai x è unico, unico sarà pure il 

! modo con cui si puô operare la proposta divisione dei numéro dato. 

Risposta. Le parti sono rispettivamente 2, 5, 1, 12. 
v PROBLEMA 4°. Al 1° di agosto la durata délia notte è i 3/ 5 di que lia j 

dei giorno. Quante ore.ha la notte, e quante il giorno? 

Risoluzione. Anche qui due sono i numeri che si cercano ; perô quando 
si conoscesse la durata dei giorno, si troverebbe poi facilmente quella délia 
notte. Cerchiamo dunque di conoscere la durata dei giorno. 

À tal fine, chiamiamo x il numéro d'ore che dura il giorno; il numéro 
d'ore che dura la notte sarà s^x. Qui bisogna ricordare la condizione sot- 
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rata del giorno più quella délia notte è di 24 ore. Àvremo 
il probléma trascritto per mezzo délia seguente equazione : a;+ 3 /5aî=24, 
ossia 8/50; =24, ossia 8a; =24.5, Qssia 8a; = 120, da cui si ha a; = 15. 

La durata del giorno è di 15 ore; quella délia notte di ore 15. 3 / 5 = 9. 

U valore ai x b unico; sarà quindi anche unico il valore di 3 kœ. 

Ris posta. H giorno ha 15 ore, la notte ne ha. 9. 

PROBLEMA $0. Dei tre angoîi di un triangolo, il secondo èi^JQ del primo, 
ed il terzo supera il secondo di 36°. Quai è il valore di ciascun angolo? 

Risoluzione. Gli angoli cercati sono tre ; ma, quando si conoscesse il va- 
lore del primo, si troverebbe subito il valore degli altri due: Chiamiamo dunque 
x il valore del primo angolo : quella del secondo sarà % x, e quello del terzo 
5/oa;+-36 . Qui bisogna ricordare la çondizione (che si suppose nota) chô la 
somma dei tre angoli di un triangolo deve essere eguale a 180°. Avremo 
dunque il probléma trascritto per mezzç délia seguente equazione : 

aj+5/ 6 ic+5/0a?+36 o = 18O o , ossia (l^k+ 5 k)x = 180°— 36°, ossia 

,^=144°, ossia 16a; = 144°. 6 = 864°; da cui x =5^ = 54°. 
p' lo 

H primo angolo è' eguale a 54°i e quindi il secondo sarà 54°X 5 /ô=45°, 
ed il terzo" sarà 45 -f.36 =81°. 

Poichè ilvâlQré. di a; è unico, sarà pure unico il valore di $l 6 x, ed unico 
il valore di 5 / 6 a>+36°. H probléma ammette quindi un'unica soluzione. 

Ris posta. Il primo angolo è di 54°, il secondo di 45°, il terzo di 81*. 

PROBLÉMA 6°. Una macchina tipografica stampa 10725 fogli ogni 5 
ore; un'altra ne stampa 354 ogni 8 minuti. In quanto tempo, fra tutte 
e dm, stamperanno 50000 fogli? 

Risoluzione. Pel principio di omogeneità> bisogna eue il lavorp di ciascuna 
macchina sia riferito alla medesima unità di tempo. Scegliamo p.e. il minutô, 
e cerchiâmo anzitutto quanti fogli stampa ciascuna macchina in un minute 

Poichè la l a macchina stampa 10725 fogli in 5 ore, ossia in 300 mi- 
-'■'.'' . 1Q725 

nuti r in un.minuto stamperà fogli ■ > ft . Similmente la 2 a che stampa 354 

354 
fogli ogni 8 minuti , in 1 minuto stamperà fogli -£~. 

Sia x il numéro dei minuti impiegati fra tutte e due per stampare 50000 

• • 10725 354 

fogli. In x minuti, la l a stamperà fogli qft( . x, e la 2 a fogli -ô-#« Fra 

tutte e due, m x minuti, stamperanno fogli Q x-\-—^-x. Ma questo nu- 

ouu o 

mero deve essere eguale a 50000. Avremo quindi il probléma trascritto per 
mezzo délia seguente equazione; 

10725 . 354 _ nAAA . /10725 , 354\ 

192000 



x+^x= 50000, ossia l^j^ + ^J^^ 50000 » 



300 
10725.8+354.800 



ossia 



300.8 



x= 50000, cioè 



2400 



x =50000, ossia 



1920 
24 



# = 50000, ossia 1920a; =50000.24, cioè 1920a; =1200000; da cui 



1200000 MK . 
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Risoluzione. Sia a; il numéro d' anni cercato. Dopo x anni il mîo avère 
sarà aumentato di 200# lire, e sarà eguale a lire 318Ô-p200.r : ed i suoi % 

saranno eguali a lire (3180-f200#)-^. Cosicchè avremo il problema tra- 

scritto per mezzo délia seguente equazione : 

(3180+200x0.2+(3180+200*)-i- = 7224 (1) 

ossia 6360+400#-f2544+160#=7224, 'ossia 560#=— 1680; da cui 
x — — 3. Il problema non ammette soluzione. 

Nella equazione (1) cambiamo il segno a tutti e soli i termini contenenti 
V incognito, ed otterremo l' equazione: 



(3180— 200r)2+ (3180— 20D#)4 = 7224 



(2) 



Poichè la (1) ha per soluzione 05 = ^-3, pel teoï, § 89, la (2) avrà per 
soluzione x=B. 

Osservando ora che il mio avère presentemente è di 3180 lire, e che dopo x 
anni avrô lire 3180 — 200a?, si scorge subito che il mio avère diminuisce di 200 
lire all'anno. Formulando allora il dettato del problema sulla equazione (2), 
avremo il seguente problema : 

Problema modificato. Il mio avère diminuisce regoïarmente di 200 lire al- 
Vanno; ed ho presentemente 3180 lire. Fra quanti anni il mio avère sarà 
taie che il suo doppio aumentato dei suoi */ 5 dia una somma eguale a 
7224 lire? 

Questo problema ammetterà la risposta : Dopo 3 anni. 

Osservazione. Quando la quantità di cui si cerca il valore ammette nel 
caso di cui si tratta, un doppio senso, spesso si puô ottenere un problema 
modificato lasciando inalterato tutto il dettato del problema, e cambiando 
solo il senso délia domanda. Es. Nel problema précédente, la domanda è Fra 
quanti anni ecc; perciô una soluzione positiva accenna ad un tempo futuro, 
ed una soluzione negativa accenna ad un tempo passato : ed il problema si 
poteva anche modificare cosi : 

Problema. Il mio avère aumenta regoïarmente di 200 lire alVanno; ed 
ho presentemente 3180 lire. Quanti anni fa il mio avère era taie che il suo 
doppio aumentato dei suoi % dava una somma eguale a 7224 lire? 

PROBLEMA 15°. In un convitto la pensione è di L. 15 mensili ; si paga 
inoltre per ogni alunno una sopratassa di entrata di L. 50. Voglio col- 
locare i miei tre figli in quel convitto, e posso spendere solamente L. 60 
in tutto. Pêr quanto tempo li potrô mantenere in convitto? 

Risoluzione. Sia x il numéro dei mesi durante i quali posso tenere i figli 
in convitto. Poichè. per ogni alunno si pagano L. 15 mensili, per 3 alunni e 
per x mesi, si pagheranno L. 15.3.#. La sopratassa d'entrata pei 3 figli sarà 
di L. 50.3; ed in tutto spenderô L. 15.3.#-f50.3. 

Ma voglio spendere solamente L. 60. Avremo quindi il problema trascrittô 
per mezzo délia seguente equazione: 15.3aH-50.3 = 60 . • , . , (1) 
ossia 45# = — 90, ossia x = — 2. 

Questo risultato ci indica che il problema è impossibile; perché, nel caso 
nostro, il numéro dei mesi non puô avère un doppio senso. 

Cambiamo nella (1) il segno al solo termine contenente la x, ed otter- 
remo l'equazione: — 15.3#-f 50.3 = 60 (2) 



ta* ' 
■7 ' 



*•>! 



* 



97 

La (2) ha la soluzione x = 2; ma essa non è trascrivibile in linguaggio 
ordinario. Proviamo allora a cambiare il segno a tutti i termini délia (2), ed 
otterremo l'equazione: 15.3a: — 50.3 = — 60 (3) 

La (3) è équivalente alla (2), ed al pari délia (2) ammette la soluzione 
x = 2. Ma neppure la (3) è trascrivibile in linguaggio ordinario. Dunque : 

Risposta. Conservando i mede&imi dati numerici, il probïema non è af- 
fatto modifieàbile. 

Osservazione. Ogni probïema che non dia luogo alla soluzione # = oo, si 
puô sempre trasformare in un altro probïema più générale, il quale ammet- 
terà soluzione. Basta a tal fine dare al probïema la forma seguente: Si trovi 
un numéro che ece. Es. Il probïema précédente si potrebbe esprimere cos\ : 
Si trovi un numéro il cui triplo moltiplicato per 15 e poi aumentato del 
triplo di 50 dia per risultato il numéro 60. E la risposta sarebbe: Il nu- 
méro cercato è — 2. 

PROBLEMI. 

276. Si divida il numéro 46 in due parti tali che */? délia prima più V 3 
délia seconda sia eguale a 10. 

277. Si chiede un numéro che superi di 98 i 5 /7 di se stesso. 

278. Aggiungendo 7 */ 3 ai 23 / 4 d'un numéro, oppure togliendo 1 */ 3 dai suoi 
15 / 2 , si ottiene lo stesso risultato. QuaPè questo numéro? 

279. Si pianta un palo nell'alveo d'un finme in modo che */ 4 délia sua 
lunghezza sia nella terra, */ 3 nell'acqua, e 10 metri fuor d'acqua. Dicasi 
la lunghezza del palo e la profondità del fi urne. 

280. Una contadina, a cui fu chiesto quante uova aveva, rispose : « Se avessi 
4 /g , più i/ 3 , più 1/4 di quante ne ho, ne avrei 20 di più. » Quante uova 
aveva? 

281. Si spendono 33000 lire nella compera di due poderi. Si trovi il costo di 
ciascuno, sapendo che 4 / 3 più */ 4 del costo del primo eguagliano i 7/ 10 
del costo del secondo. 

282. Quattro persone si spartiscono una somma in modo che alla prima tocca 
i J2 délia somma, alla seconda 1/5, alla terza *7 6 . La quarta ebbe 48 
lire. Qual'è la somma spartita? Qual'è la parte di ciascuna persona? 

283. Un oste ha vino da 45 e vino da 20 centesimi al litro, e vuol farne 50 
litri di miscuglio da vendere a 30 centesimi al litro. Quanti litri deve 
prendeve délia l a qualità, e quanti délia 2* qualità ?' 

284. Dei re d'una certa dinastia 4/ 3 ebbe nome Luigi, i/ 4 Filippo, */ 8 Carlo, 
1 / 12 Edoardo, ed altri 5 ebbero nomi diflFerenti. Quanti re ebbe quella 
dinastia, e quanti furono i re di ciascun nome? 

285. Si dividano 100 lire fra tre persone in modo che la 3 a abbia 5 lire meno 
délia 2 a , e questa.10 lire più délia l a . 

286. Un'Aritmetica chinese contiene il seguente quesito : In una stalla vi 
sono dei fagiani e dei conigli, i quali hanno tutti insieme 100 piedi e 
36 teste. Si domanda quanti fagiani vi sono e quanti conigli. 

287. Un padre ed i suoi due figli hanno fra tutti 60 anni. L'età del pri- 
mogenito è tripla di quella del fratello ; e quella del padre è doppia 
délia somma dell'età dei due figli. Qual'è l'età di ciascuno ? 

288. Un ozioso, dal suo 18 mo anno fino alla morte, dormi per 3 / 8 délia sua 
vita ; Vie lo consumé in mangiare e bere, * \ nel passeggiare, !/ 16 nello 



JfWHrv 






. ;,; v-; 



i*/y^ 



1.Y.. - -' 






•7775, 



star seduto, ê 3 / 16 nel giuocare; 2 soli anni dedico al lavoro. Si do- 
manda di quanti anni morï? 

289. Una guarnigione si compone di 1250 soldati. Ogni cavalière riceve 15 
lire al mese, e Ï0 lire ciascun fante. Il soldo mensile délia guarnigione 
è di lire 13500. Quanti sono i cavalieri, e quanti i fanti ? 

290. Un pastore ha buoi del valore di 12 marenghi e mezzo l'uno, e pécore 
da 2 marenghi e */ 4 F una ; in tutto 140 gambe, del valore complessivo 
di marenghi 191 e mezzo. Quanti sono i buoi, e quante le pécore? 

291. Spendo 1920 lire nella compera di un cavallo, d'una vettura e di un 
biroccino. Il prezzo del biraccino è la quinta parte di quello del ca- 
vallo ; e la vettura costa il doppio del cavallo. Quanto costa il cavallo, 
quanto la vettura e quanto il biroccino? 

292. Cerca l'età del mio fratellino sapendo che si ottiene lo stesso risultato, 
o moltiplicandola per 7, od aggiungendovi 7. 

293. Dovendosi eleggere uno dei candidati A e B, votano 2143 persone, e 
viene eletto A con una maggioranza di 193 voti. Quanti voti ottenne 
ciascuno ? 

294. Venere parlô un giorno in questa maniera ad Ero che costernato le era 
venuto dappresso : « Quai cordoglio ti aggrava/ o mio figlio ? » Egli 
rispose : « Le Muse affbllandosi nel mio giardino m'involarpno dal seno 
le poma che io avevo coite sull' Elicona. Clio me ne prese il quinto, 
Euterpe il duodecimo, Talia l'ottavo, Melpomene il ventesimo, Tersicore 
il quarto, Erato il settimo, Polimnia 30, Urania 120, Calliope 300. Io 
ne vengo a te quasi con le mani vuote, le Dee non mi lasciarono che 
50 poma. » Quante poma ave va Ero dapprincipio? (Dal greco). 

295. Una contadina arrivé al mercato con un canestro di uova, e col propo- 
sito di venderle a 7 centesimi l'uno. Nel deporre il canestro ne ruppe 
5. Facendo poi i suoi calcoli, trovô che per rifarsi del danno dovrebbe 
vendere le uova ad 8 centesimi l'uno. Quante uova porto al mercato? 

296. Giacomo spende i/g del -suo guadagno pel vitto ; */ 3 per altre spese, e 
dopo 40 giorni ha risparmiato 30 lire. Quanto guadagna al giorno? 

297. In una società di pie persone si fa una colletta per soccorrere un Isti- 
tuto di beneficenza. Se ogni persona desse 16 lire si farebbe aU'Istituto 
l'offerta promessa, e si avanzerebbero ancora 240 lire da distribuirsi ai 
poveri. Se invece ciascuna persona desse solamente 10 lire, manche- 
rebbero ancora 300 lire per fare la somma da offerire ail' Istifcuto. 
Quante sono le persone, e quai è la somma promessa? 

298. Un oste vuol vendere il suo vino a 45 centesimi al litro ; ma essen- 
done andati a maie 50 litri, per rifarsi del danno deve vendere il vino 
a 5 centesimi di più al litro. Quanti litri di vino aveva da vendere? 

299. In una fortezza vi sono 2600 soldati ; e per ogni cavalière vi sono 3 
artiglieri e 9 fantaccini. Quanti sono i soldati di ciascun' arma? 

300. Si vuol dividere fra due persone una somma di lire 307,50, dando ad 
una tante pezze da 2 lire quante pezze da 50 centesimi si danno al- 
all'altra. Quale sarà la parte di ciascuna? 

301. In tre giorni una banca incassô lire 16800. Si dica quai fu l' incasso 
giornaliero, sapendo che in ciascuno dei giorni susseguenti al primo, l'in- 
casso fu 4 /4 di quello del giorno précédente. 

302. A Pietroburgo, nel principio di gennaio, la notte supera il- giorno di 
13 oxe. Quanto dura il giorno e quanto la notte? 
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303. Si sa che vicino ai poli il sole non sorge d'inverno per un certo tempo, . *" .;] 
e per un tempo eguale non tramonta d'estate. Cerchisi la durata délia 7!* 
notte continua al 77° grado di latitudine, sapendo che il tempo in cui -S 
nelle 24 ore il sole sorge e tramonta la supera di 45 giorni. ^ 

304. « gentile Pitagora, degho rampollo délie Muse d'Elieona, dimmi un ? 
po* quanti giovani hai tu in casa pronti a discéndëre ad un tuo cenno 
nell' arringo délia scienza, ed a combattere con ardore per il premio • 
dovuto alla vittoria? » gli chiese un giorno Policrate. « Te lo dico 
subito » gli rispose Pitagora. « Una meta coltiva la matematica ; un 
quarto si dedica allô studio délia natura ; un settimo ascolta con rigo- 
roso silenzio le mie parole, custodendo entro di se la dottrina acqui- 
stata ; oltre di ciô ho tre donne, fra cui primeggia Teano. Tanti sono i 
Sacerdoti che io educo aile Muse » (Dal greco). 

305. Un ragazzo che custodiva un piccolo numéro di pécore fu avricinato 
da un altro délia sua età che per burla gli chiese la meta délie sue 
pécore. « Se io avessi sei volte, più 2 /s, più 3/ 4 , più 5/ 6 ji numéro délie 
pecôre che possiedo, e te pure, avrei in tutto cento capi da custodire » 
gli rispose l'altro. Quante pécore aveva egli? 

306. Sul sepolcro di Diofanto, célèbre matematico greco, si leggeva la se- 
guente iscrizione : « Questo grandioso monumento racchiude le spoglie di 
Diofanto; sulla fredda pietra l'Aritmetica incise l'età. Un sesto délia 
sua vita gli fu concesso dal suo Dio di passare nella fanciullezza ; un 
duodecimo dopo gli si coprirono del primo pelo le guance ; un settimo 
dopo prese moglie; cinque anni più tardi gli nacque un figliuolino, il 
quale fu colto dalla morte quando aveva la meta degli anni del padre. 
Questi, addolcendo il suo dolore coll'arte dei numeri, visse ancora quattro 
anni. » Di quale età mon Diofanto? (Dal greco). * * 

307. Sessanta persone spesero 318 lire in un pranzo ; si domanda quanti uo- 
mini e quante donne vi erano, sapendo che quêlli pagarono 6 lire cia- 
scuno, e queste 4 lire ciascuna. 

308. Un servo si mette al servizio d'un signore che promette di dargli ogni 
anno 300 lire ed un vestito. Dopo 5 mesi, il servo si licenzia, e riceve 
il vestito e 90 lire. Quai è il prezzo del vestito? 

309. In una lotteria vi sono 10000 biglietti. La meta di queUi a premio e 
la terza parte di quelli senza premio fanno, insieme-, 3500 biglietti. 
Quanti sono i biglietti a premio? 

310. Con 1550 lire cpmpero un cavallo, un asino, ed un bue. Il prezzo del 
S?; v bue è i 5 / 7 del prezzo del cavallo ; e per l'asino spendo 1 / 10 di quel che 

mi costa il bue. Quanto spendo per ciascuna bestia? 

311. Un Istituto di educazione ha quattro classi. Nella quarta vi sono 26 
allievi; nella prima vi è 1 / 5 , nella seconda */*» Ç ne l* a terza V3 del 
numéro totale degli alunni. Quanti alunni vi ^ono neU'istituto, e quanti 
in ciascuna classe? 

312. Due amici vorrebbero acquistare insieme un cavallo. Il primo potrebbe 
pagare solamente 1/5 del prezzo ; e Taltro, */ 7 . Eiunendo i loro denari, 
trovano che mancano 276 lire per fare 1' acquisto. Quanto costa il 
cavallo ? 

313. In grazia d'una eredità, il mio avère aumentô dei suoi 2 / 7 , e divenne 
eguale a lire 65700. Quanto aveva prima di ricevere l'eredità? 

314. Due contadini vorrebbero comperare una macchina agricola. Il primo 
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puô pagare solamente i % del prezzo, ed il secondo i &fa. Eiunendo il 

loro danaro, comprano la macchina, e sopravvanzano 96 lire. Quanto fu 

pagata la macchina? 

Si dividano 100 lire ira tre persône, in modo che la prima abbia 5 lire 

di più che la seconda ; e questa, 10 lire di più che la terza. 

Si dividano 100 lire fra tre persone, in modo che la terza abbia 5 lire 

di più che la seconda; e questa, 10 lire di meno ohe la prima. 

Pietro compera ad un medesimo prezzo un' incisione ed una cornice. Se 

questa costasse una lira di meno, e quella 75 centesimi di più, il prezzo 

délia cornice sarebbe la meta di quello dell' incisione. Quanto costa 

la cornice? 

Un padxe di famiglia lascia in eredità alsuo figlio 300000 lire. Questi 

ne spende una parte per i ristauri délia casa ; del rimanente 1 / 3 lo im- 

piega al 40/ , il resto, al 5%, ritraendo cosi una rendita annua di 

lire 9800. Quanto spese nei ristauri délia casa? 

In una borsa vi sono 27 monete, alcune da lire 5, e le altre da lire 2 ; 
in tutto, 90 lire. Quante sono le monete da lire 5, e q liante da lire 2 ? 
Un albergatore comprô una botte di vino al prezzo di 30 centesimi al 
litro. Nel traeporto, ne andarono perduti 40 litri ; epperciô il costo di 
un litro divenne di 35 centesimi. Quanti litri di vino conteneva da 
prima la botte? 

Una signora spende lire 156,40 nella compera di due pezze di tela, 
lunghe l'una 34 metri, e Taltra metri 68. Un métro di questa costa 
lire 1,40 di più che un métro di quella. Quanto costa, al métro, cia- 
scuna pezza? 

Due capitali la cui differenza è f 10000 lire, collocati il maggiore al 6 % 
ed il minore al 5%, produssero in un anno lire 2360. Quali sono i due 
capitali? 

Un padre lascia in eredità ai suoi cinque figli lire 8591, colla condi- 
zione che la parte del secondogenito sia i 3 / 4 di quella del prinïogenito ; 
la parte del terzogenito sia i 3/ 4 di quella del secondogenito ; e cosï di 
seguito. Quai è la parte di ciascuno? 

In tre mesi, una fabbrica d'armi ha fornito 55900 fucili. Si trovi il nu- 
méro dei fucili mensilmente fornito, sapendo che in cïàscun mese susse- 
guente al primo venivano forniti i ^/^ di quanto era stato fornito il 
mese précédente. 

Quaranta Kg. d'acqua salata contengono Kg. 3,4 di sale. Quant'acqua 
pura bisogna aggiungervi affinchè 40 Kg. del nuovo miscuglio conten- 
gano 2 Kg. di sale? 

In una prima partita perdo i/ 6 del mio avère, e 20 lire ; in una se* 
conda partita guadagno lire 70 ; finalmente, in una terza partita perdo 
1 / 5 di ciô che mi rimaneva dopo 1^ due prime partite, e mi rimangono 
300 lire. Quante lire aveva prima del giuoco? 

Giacomo compera una cassa di bottiglie di vino a lire 1,40 l'una. Ven- 
dendo poi le bottiglie vuote a 25 centesimi l'una, la sua spesa si riduce 
a lire 55,20. Quante bottiglie vi erano nella cassa? 
Quanto vino da 70 centesimi al litro devesi mescolare con 72 litri di 
vino da 60 centesimi al litro, e con 112 litri da 80 centesimi al litro, 
per avère un miscuglio da 74 centesimi al litro? 
Un contadino vende il suo cavallo a lire 120 di più di quanto aveva speso 
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nel comprarlo ; e fa cosï un guadagno del 12% sulprezzo di compera. 
À quai prezzo il contadino compèrô il cavallo? 

330. Di una corda, Vio è tinto in rosso, */ao in arancio, ^/^ in giallo, 1 / i( ) 
in verde, Vso in azzurro, i/eo * n indaco, edil restante, che è lungo 302 
metri, in violetto. Quai è la- lunghezza délia corda? 

331. In un miscuglio di vino ed acqua, di vino c'è la meta, pïù 25 litri-, e 
d'acqua ce n'è ife, meno 5 litri. Quanti litri di vino, e quanti litri 
d'acqua vi sono? 

332. Onorato, che si esercita al tiro, riceve 3 lire per ogni colpo giusto, e 
ne paga una per ogni colpo fallito. Ora, dopo âver sparati 100 colpi, 
egli non ha nulla da ricevere e nulla da dare. Quante volte tirô giusto? 

333. Un numéro consta di sei cifre, di cui la l a a sinistra è 4 ; se questa si 
trasporta nel 1° posto a destra, il numéro résultante è i 2 / 3 del primo. 
Si trovi il primo numéro. 

334-, La somma délie tfe cifre componenti un numéro è 13. La cifra délie 
unità vale tre voltè quella délie centinaia ) ed aumentando il numéro 
di 396, si ottiene per somma lo stesso numéro délie cifre scritte in 
ordine inverso. Si cerchi il numéro. 

335. Si chiede quanti salfci dovrà fare un cane per raggiungere una lèpre 
che ne ha già fatto 60, sapendo che mentre il cane fa 6 salti la lèpre 
ne fa 9, e che 7 di questi valgono soltanto 3 di quelli. 

336. Si trovi quel numéro i cui 2 / 7 aumentati dei 291 millesimi del numéro 
stesso danno per risultato 0,0027. 

337. Si divida Jl numéro 200 in due parti taïi che dividendo la prima per 
16 e la seconda per 10, la differenza dei quoti sia 6. 

338. La ditferenza di due numeri è 496 ; il loro quoto è 4, ed il resto délia 
loro divisione è 60. Quali sono questi due numeri? 

339. Una donna greca recatasi al tempio di Giove pregava il nume a raddop- 
piarle il danaro che ave va portato seco. Esaudita nella sua domanda, gli 
offrï in ringraziamento due dramme. Gol rimanente danaro andô alvtempio 
di Apollo, fece la-stessa domanda, fu esaudita, e offrï in ringraziamento 
due dramme. Dopo ciô, numerando il suo danaro, lo trovô con suo pia- 
cere doppio di quello che era dapprincipio. Quanto danaro aveva seco? 

340. Una persona ha L. 1300 distrïbuite in tre sacchetti di colori rispet- 
tivamente bianco, rosso e nero. Nel bianco c'è il doppio di quanto tro- 
vasi nel rosso, e nel nero la quarta parte di quanto vi : è nei due sac- 
chetti bianco e rosso. Quai somma si trova in : ciascun saccbetto ? 

341. Da una botte piena di vino si spilla */ 4 del contenuto, poi i % del ri- 
manente, e poi 16 litri. Il vino rimasto è la settima parte di quanto 
se n'è spillato le due prime volte insieme. Quanti litri di vino conte- 
neva la botte? 

342. Un oste ha vino da 30 lire l'ettolitro. Ne vende i/ 2 a 35 lire l'etto- 
litro, i/ 3 a 29 lire l'ettolitro ed il rimanente a 32 lire l'ettolitro ; e 
guadagna lire 1815. Quanti sono gli ettolitri di vino venduto? 

343. Devo fare un pagamento di 82 lire, con 20 monete, di cui aîcune da 
2 lire, ed altre da 5 lire. Quante monete di ciascuna specie devo dare ? 

344. Un venditore d'aceto vuole annacquare il suo aceto perché è troppo 
forte. Se puro, lo vende a lire 18,75 l'ettolitro. Quant'acqua dovrà ag- 
giungere a 24 ettolitri d'aceto per poter vendere il miscuglio a 15 >cen- 
tesimi al litro? 
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345. Una signora comperô 18 metri di stoffa per farsi un vestito, dimenti- 
cando che quando si bagna la stoffa, questa si restringe. La lunghezza 

£. essendo diminuita di Vaoi quanta stoffa dovrà comperare ancora per 

avère 18 metri di stoffa dopo la bagnatura? 

346. Si yuol alberare una strada, e sflia un certo numéro di alberi. Met- 
tendone 2 ogni 7 metri, si avanzano 118 alberi ; e se si avessero 120 
alberi di più, se ne potrebbero mettere 3 ogni 7 metri. Quanti metri 
è lunga la strada, e quanti alberi si hanno? 

347. Per legare, nel senso délia lunghezza, un pacco di libri che ha 35 cen- 
timetri di spessore, con una corda lunga 2 metri, mi mancano 40 cen- 
timetri di corda. Quai è la lunghezza del pacco se, di questi 40 centi- 
metri che mi mancano, 10 sarebbero impiegati per il nodo? 

348. Pietro e suo figlio salivano una torre, ed il figlio era costantemente in- 
dietro di 24 gradini. Quando il padre fu al mezzo délia salita, disse 
al figlio : « Quando io sarô sulla cima, tu sarai ad un'altezza ottupla 
di quella a cui ora ti trovi. » Di quanti gradini era la scala délia torre? 

349. Compero 7 Kg. di mercanzia, ed ottengo la riduzione di 40 centesimi 
per Kg. Fatti i calcoli, trovo che sopra 40 lire che dovrei pagare mi 
si restituisce il prezzo d'un Kg. Quai è questo prezzo? 

350. Luigi prese durante il mese di maggio un compagno di lavoro, colTob- 
bligo di somministrargli il vitto per tutti i giorni del mese, dargli 
inoltre lire 1,30 per ogni giorno di lavoro, e fare, pel vitto, una rite- 
nuta di lire 1,15 per ogni giorno in cui non 'si sarebbe lavorato. Alla 
fine del mese, Luigi deve dare al compagno lire 23,15. Quanti furono 
i giorni di lavoro? 

351 . Antonio promise di dare a Giuseppe una certa quantité di vino, rice- 
vendo in compenso un orologio e 200 lire. Ma, non avendo potuto dare 
che i 3 / 4 del vino promesso, ricevette soltanto 120 lire e l'orologio. Quai 
è il prezzo delTorologio ? 

352. In- un frutteto, il numéro dei péri è inferiore di 3 a quello dei meli ; 
il numéro di questi supera di 6 quello dei ciliegi; il numéro di questi 
è triplo di quello dei susini; i peschi sono tanti quanti i susini ed 
i péri presi insieme. Sapendo che si hanno, in tutto, 68 alberi, si dica 
quante piante di ciascuna specie vi sono nel frutteto. 

353. Bue treni partono l'uno alTincontro dell'altro da due città distanti fra 
di loro km. 141, e la velocità dell'uno è i 3 / 4 di quella dell'altro. Sa- 
pendosi che il 1° parte aile 10 antim. e l'altro aile 7 antim., e che 
si incontrano aile 3 pom., si domanda çon quale velocità cammina cia- 
scun treno. 

354. Un campo rettangolare è lungo il doppio di quanto è largo ; ed un 
altro campo rettangolare che è 50 metri più lungo del primo, e 10 metri 
più largo del primo, ha 6800 m 2 di area di più del primo. Quali sono 
le dimensioni di ciascuno dei due campi? •} 

355. Due viaggiatori si mettono in cammino, l'uno con 100 lire, e l'altro 
con 48 lire. I ladri rubano loro una parte del denaro. Il primo conserva 
ancora una somma tripla di quella che conserva il secondo, quantun- 
que sia stato derubato d'una somma doppia di quella tolta al secondo. 
Quanto fu rubato a ciascuno? 

356. Un viaggiatore spende ogni giorno la meta di quanto possiede, più 1 
lira; e dopo 3 giorni ha speso tutto. Quai somma ave va? 
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357. Oon due recipienti i e 5 che contengoho eguali quantità di vino, si 
fanno le seguenti operazioni: dal 1° si tolgono 3 litri di vino e si ver- 
sano nell'altro ; indi si prende la meta del vino conteimto nel 2° e si versa 
nel 1° ; e poi i % del vino contenuto nel 1° e si versano nel 2°. Dopo 
quest'ultima operazione si trova che il 1° recipiente contiene 14 litri 
meno del 2°. Quanto vino v'era dapprima in ciascun recipiente? 

358. Una contadina portd a vendere al mercato un certo numéro di uova. Dap- 
prima ne. vendette la meta, più mezzo uovo, senza romperne alcuno ; indi 
la meta del residuo, più un mezzo uovo; e cosï fece cinque volte di seguito, 
dopo di che rimase con un uovo solo. Quante uova porto al mercato ? 

359. Un fruttivendolo vende per lire 11,70 un canestro contenente aranci e 
mêle; ed il numéro di queste supera di 180 il numéro di quelle. Vende 
le mêle in ragione di 5 per 3 soldi; e da 15 arancie ricava un soldo 
e mezzo di più che da 35 mêle. Quante arancie e quante mêle ha 
venduto? 

360. Una ealdaia délia capaeità di 442 litri venne empita in 12 minuti per 
mezzo di due secchie. La maggiore, avente una capaeità doppia del- 
Taltra, si vuotava due volte in 3 minuti ; e la minore, 3 volte in 2 
minuti. Quai è la capaeità di ciascuna secchia? 
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